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Resume 



Dans la majeure partie de cette these nous explorons revolution des perturbations cosmo- 
logiques scalaires et tensorielles dans un Univers branaire de type Randall-Sundrum ayant 
une expansion cosmologique arbitraire. Nous adoptons un point de vue quadri-dimensionnel 
dans lequel les degres de liberte localises sur la brane sont consideres comme un systeme 
quantique ouvert couple a l'environnement compose des gravitons du bulk Anti-de Sitter 
(AdS). A cause de l'expansion non-uniforme de l'Univers, les degres de liberte de la brane 
et ceux du bulk interagissent dans le temps, faisant apparaitre une forme dissipation ef- 
fective ainsi que des processus non-locaux en temps du point de vue quadri-dimensionnel 
d'un observateur sur la brane. A partir des propagateurs retardes "nus" sur la brane et 
dans le bulk nous calculons le propagateur effectif sur la brane pour les modes "habilles" 
localises sur la brane en resommant les effets de retroaction du bulk a tous les ordres dans 
le couplage brane-bulk. La dissipation et la non-localite sont inscrites dans le propagateur 
effectif. Nous obtenons les taux de dissipation de diverses perturbations de matiere sur la 
brane ainsi que du mode lie du graviton. Ensuite nous presentons un calcul explicite de la 
fonction de Green retardee covariante du graviton dans l'espace AdS. 

Dans la derniere partie nous etudions la reconstruction du champ de lentille gravi- 
tationnelle sur le CMB dans une cosmologie standard. Nous construisons un estimateur 
statistique des champs de dilatation et de cisaillement directement en espace reel. La me- 
thode en espace reel developpee ici est utile pour analyser des cartes du CMB realistes, 
contenant une coupure galactique et les nombreuses autres petites coupures excluant les 
points-source. 

Abstract 

In this thesis we mainly explore the evolution of both scalar and tensor cosmological per- 
turbations in a Randall-Sundrum braneworld having an arbitrary expansion history. We 
adopt a four-dimensional perspective in which the localized degrees of freedom on the brane 
are regarded as an open quantum system coupled to the large environment composed of 
the Anti-de Sitter (AdS) bulk gravitons. Due to the non-uniform expansion of the universe, 
the brane degrees of freedom and the bulk degrees of freedom interact as they propagate 
forward in time, leading to an effective dissipation as well as a nonlocality from the four- 
dimensional point of view of an observer on the brane. Using both the "bare" retarded 
propagator on the brane and the retarded propagator in the bulk, we compute the effective 
propagator on the brane for the "dressed" brane modes by resumming the bulk backreac- 
tion effects at all order in the brane-bulk coupling. Dissipation and nonlocality are encoded 
into the effective brane propagator. We find the dissipation rates of various matter pertur- 
bations on the brane as well as of the graviton bound state. Next we present an explicit 
calculation of the covariant retarded Green function for the graviton in AdS space. 

In the last part, we investigate the reconstruction of CMB lensing in standard cosmology. 
We construct a statistical estimator of the gravitational lensing dilatation and shear fields 
directly in real space. The real space method developed here is useful for analysing realistic 
CMB maps containing a galactic cut and possibly numerous small excisions to exclude 
point sources that cannot be reliably subtracted. 
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Introduction 



La possibility que l'Univers possede plus que trois dimensions d'espace peut surprendre 
chacun a premiere vue puisque cela va a l'encontre de l'intuition et de l'experience quo- 
tidienne. Mais cette idee ne doit pas etre plus surprenante que celle d'Eratosthene qui, 
des l'Antiquite, soutenait que la Terre est ronde devant ses contemporains qui la voyaient 
plate parce qu'ils ne possedaient pas encore la technologie suffisante pour en mesurer sa 
vraie geometrie. L'existence de dimensions supplementaires dans l'Univers est un scenario 
scientifiquement plausible, reellement pris au serieux par la communaute scientifique de 
la physique theorique moderne, mais qui n'a pas encore ete confirme experimentalement. 
Les scenarios de dimensions supplementaires sont motives par les theories de la physique 
des hautes energies qui visent a unifier a tres haute energie, a l'echelle dite de Planck 
(10 19 GeV), l'interaction gravitationnelle avec les trois autres interactions fondamentales 
de la nature, a savoir l'interaction electromagnetique, l'interaction faible et l'interaction 
forte. Les deux grandes theories physiques du vingtieme siecle, que sont la theorie de la re- 
lativite generate d'Einstein et la mecanique quantique - et la theorie quantique des champs-, 
predisent avec une tres grande precision la plupart des phenomenes physiques observes a 
ce jour, une grande partie des predictions theoriques ayant ete confirmees experimentale- 
ment avec succes. La theorie de la relativite generate offre un cadre geometrique rigoureux 
pour decrire l'interaction gravitationnelle et les mecanismes de l'Univers aux echelles ma- 
croscopiques allant du dixieme de millimetre jusqu'aux distances intergalactiques. Elle a 
egalement bouleverse notre vision de l'espace et du temps puisqu'elle unifie le temps aux di- 
mensions spatiales revelant ainsi que notre Univers est un espace-temps a (3 + 1) dimensions 
pouvant de surcroit etre courbees. La theorie quantique des champs utilise un formalisme 
coherent pour decrire le comportement microscopique des particules elementaires du Mo- 
dele Standard de la physique des particules (quarks, leptons, bosons de jauge, ...) et leurs 
interactions electromagnetique, faible et forte a travers les theories de jauge U(l), SU{2) et 
SU{2>) respectivement. Mais ces deux grandes theories reposent sur des formalismes mathe- 
matiques differents et peu compatibles, la premiere faisant appel a la geometrie differentielle 
et la seconde aux algebres non-commutatives. Pourtant un cadre mathematique coherent 
doit pouvoir unifier ces deux theories pour pretendre decrire completement la physique de 
phenomenes tres energetiques, incluant des effet quantiques en plus des effets gravitation- 
nels, tels que la formation de trous noirs dans l'Univers ou la cosmologie primordiale de 
l'Univers quelques fractions de secondes apres le Big-Bang. La theorie des supercordes est 
le candidat le plus prometteur dans cette quete d'unification et de realisation d'une theo- 
rie quantique de la gravite p]. Cette nouvelle theorie, encore en developpement, suppose 
que les constituants elementaires de la matiere ne sont plus les particules ponctuelles de 
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la theorie quantique des champs mais des objets etendus unidimensionnels, a savoir des 
cordes minuscules de la taille de Planck (10~ 33 cm). Chaque etat quantique de vibration 
des cordes correspond a une particule du Modele Standard de la physique mais le succes 
de la theorie des cordes repose en partie sur le fait que le spectre quantique des cordes 
contient egalement un etat de spin 2 sans masse qui correspond exactement au graviton, 
la particule quantique qui doit vehiculer l'interaction gravitationnelle. Ce succes vers l'uni- 
fication s'accompagne cependant d'un nouveau bouleversement dans notre comprehension 
de la nature de l'espace-temps : un des resultats majeurs de la theorie est que cette der- 
niere exige, pour des raisons de coherence mathematique, que les cordes evoluent dans un 
espace-temps a (9 + 1) dimensions. L'Univers pourrait done posseder 6 dimensions spatiales 
supplementaires "cachees". La decouverte complementaire que les theories de cordes com- 
prennent egalement des membranes de dimensions diverses, appelees "branes", en plus des 
cordes elles-meme, a motive l'etude de la possibility que notre Univers observable reside en 
fait sur une membrane a (3 + 1) dimensions entouree de dimensions supplementaires, pas 
forcement petites ni compactifiees 019]. 

L'etude de modeles d'Univers branaires plonges dans un espace-temps a cinq dimen- 
sions peut deja nous reveler une phenomenologie tres riche dans le cadre de la cosmologie. 
Des questions immediates se posent dans cette nouvelle perspective : comment sont "dis- 
simulees" les (ou la) dimensions supplementaires ? Est-ce que la presence de dimensions 
supplementaires dans l'Univers ne contredit pas les resultats experimentalement valides 
de la physique standard quadridimensionnelle ? Quelles sont les modifications cosmolo- 
giques eventuelles par rapport a la cosmologie standard quadrimensionnelle et comment 
les detecter ? Dans la plupart des modeles branaires tous les champs de particules du Mo- 
dele Standard sont confines sur une hypersurface de genre temps a quatre dimensions, 
la brane, et seuls les gravitons peuvent se propager dans les dimensions supplementaires 
de l'espace-temps total appele "bulk". De cette fagon la physique du Modele Standard a 
quatre dimensions se trouve preservee sur la brane. Les signatures de la presence eventuelle 
de dimensions supplementaires dans l'Univers ne peuvent done etre apprehendees que par 
l'etude du comportement de la gravitation et de la cosmologie. Une fagon, alternative aux 
modeles branaires, de s'affranchir du probleme des dimensions supplementaires est de sup- 
poser qu'elles sont compactifiees, a la Kaluza-Klein, a tres petite echelle de sorte qu'aucun 
instrument de mesure n'ait pu les detecter jusqu'a aujourd'hui. Cependant les scenarios 
branaires, qui autorisent pour certains d'entre eux la presence d'au moins une dimension 
supplementaire non-compacte de grande taille voire infinie, offrent par consequent la pos- 
sibilite plus optimiste de pouvoir detecter cette dimension supplementaire, au moins de 
fagon indirecte. Si la dimension supplementaire est infinie on peut objecter que la gravite 
risque de trop se diluer dans cette dimension supplementaire et que la force de gravitation 
de Newton doit apparaitre beaucoup plus faible que prevue aux observateurs localises sur 
l'Univers-brane a quatre dimensions ; et cela contredirait les mesures experimentales de la 
loi de Newton qui confirment que le comportement de la force de gravitation est quadridi- 
mensionnel puisque son intensite diminue comme l'inverse de la distance au carre, au moins 
jusqu'aux petites distances de 0.1 mm. Cependant dans leurs travaux de 1999 [9], Randall 
et Sundrum ont resolu ce paradoxe en proposant un modele d'Univers branaire coherent 
ou la dimension supplementaire est non-compacte et infinie mais preserve neanmoins un 
comportement quadridimensionnel pour la gravitation sur la brane a basse energie (dis- 
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tances > 0.1 mm), du point de vue d'un observateur "confine" sur la brane. Dans le modele 
de Randall-Sundrum, l'Univers est une brane de geometrie Minkowski a quatre dimensions 
plongee dans un espace-temps a cinq dimensions de courbure negative, c'est-a-dire de geo- 
metrie Anti-de Sitter (AdS). L'idee astucieuse de ce modele est que la courbure negative 
de la dimension supplementaire empeche la gravite de se diluer completement dans cette 
dimension, de telle sorte que la gravite reste localisee de fagon dynamique sur la brane a 
quatre dimensions. De cette fagon le comportement de la gravite standard a quatre dimen- 
sions reste effectivement conserve sur la brane a basse energie. Bien-sur, la brane etant 
ici plate et vide de matiere, ce premier modele est pauvre du point de vue de la cosmolo- 
gie. L'etape suivante est d'etudier la cosmologie dans le cas d'un Univers-brane ayant un 
contenu de matiere et une histoire d'expansion cosmologique, c'est-a-dire une brane de geo- 
metrie Friedmann-Robertson- Walker plongee dans l'espace anti-de Sitter. Un outil efficace 
sinon indispensable pour evaluer les consequences cosmologiques de ces modeles d'Univers 
reste la theorie des perturbations cosmologiques. 

L'Univers constitue le plus grand laboratoire pour etudier les processus de la phy- 
sique des hautes energies et la cosmologie observationnelle est devenue a partir de la fin 
du vingtieme siecle une science de precision extreme a travers les releves de supernovae, 
les observations des structures a grande echelle de l'Univers, et surtout la cartographie 
des anisotropies de temperature et de polarisation du Fond Diffus Cosmologique (CMB, 
en anglais, pour Cosmic Microwave Background) grace aux satellites COBE en 1992 puis 
WMAP en 2003. Le rayonnement de photons du Fond Diffus nous parvient depuis la surface 
de derniere diffusion, c'est-a-dire au moment du decouplage entre la matiere et les photons, 
380 000 ans apres le Big-Bang (redshift z ~ 1100) quand l'Univers ne faisait qu'un mil- 
lieme de sa taille actuelle et lorsque sa temperature etait de 3000 K. C'est done l'image la 
plus ancienne de notre Univers accessible aux observations. Ce rayonnement du ciel est un 
rayonnement micro-onde de type corps noir dont la temperature est aujourd'hui de 2.7 K 
a cause de l'expansion de l'Univers mais il presente neanmoins des anisotropies relatives, 
de l'ordre de 10~ 5 , qui sont le reflet des inhomogeneites initiales de l'Univers, responsables 
de la formation ulterieure des grandes structures de l'Univers par attraction gravitation- 
nelle. Ces inhomogeneites resultent elles-meme de fluctuations quantiques intrinseques aux 
echelles subhorizon lors de l'epoque de l'lnflation de l'Univers. La theorie des perturbations 
cosmologiques permet de relier les perturbations inhomogenes initiales aux anisotropies du 
Fond Diffus Cosmologique. Les spectres d'anisotropies de temperature et de polarisation 
ont ete calcules dans le cadre quadridimensionnel du Modele Standard de la cosmologie et 
reproduisent dans un certain intervalle de precision les cartes du CMB observees. Dans le 
cadre d'une cosmologie branaire du type Randall-Sundrum, en presence d'une dimension 
supplementaire ayant une structure Anti-de Sitter, on ne peut exclure que cette cinquieme 
dimension ait un rayon de courbure aussi important qu'un dixieme de millimetre. L'enjeu 
majeur pour la cosmologie branaire est de calculer revolution des perturbations cosmolo- 
giques dans un Univers branaire en expansion quelconque afin de comparer les resultats 
obtenus aux donnees du Fond Diffus Cosmologique. C'est dans ce cadre que s'inscrit la 
majeure partie de ce travail de these. 

La theorie des perturbations cosmologiques standard quadridimensionnelle est bien 
connue depuis 1963 grace aux travaux pionniers de Lifshitz et Khalatnikov [23] suivis en 
1980 du formalisme invariant de jauge developpe par Bardeen [24]. Selon le principe cosmo- 
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logique, l'Univers apparait homogene et isotrope a grande echelle dans les trois directions 
spatiales. De ce fait les equations d'Einstein linearisees pour les perturbations peuvent etre 
diagonalisees par transformation de Fourier dans l'espace tridimensionnel et chaque mode 
de Fourier evolue selon une equation aux derivees ordinaires (EDO) en temps. Dans le 
cadre de la cosmologie branaire, la theorie des perturbations cosmologiques demeure bien 
plus compliquee parce que la presence de la brane, en tant que defaut topologique, brise 
l'isotropie de l'espace-temps a cinq dimensions, de sorte que les equations de perturba- 
tions ne sont plus des EDO en temps mais des equations aux derivees partielles (EDP) 
en temps et en la cinquieme dimension. Des resultats analytiques ont cependant ete ob- 
tenus pour des Univers-branes vides a symetrie maximale, telle qu'une brane Minkowski 
ou une brane purement (Anti-)de Sitter. Mais dans le cas d'une brane "cosmologique" avec 
un contenu de matiere et ayant une expansion arbitraire dans le temps, les equations li- 
nearisees satisfaites par les perturbations cosmologiques ne sont plus separables, de sorte 
que peu de predictions quantitatives statisfaisantes ont ete obtenues pour revolution des 
perturbations cosmologiques dans un Univers branaire en expansion. Cependant ce premier 
probleme reste d'ordre technique et peut done a priori etre aborde de fagon numerique. Un 
second probleme, d'ordre plus fondamental ou physique, est celui des conditions initiales 
dans Anti-de Sitter : en plus d'etre specifiers sur les degres de liberte localises sur la brane, 
les conditions initiales doivent etre specifiers sur une infinite de degres de liberte dans le 
bulk AdS. Mais il n'y a pas de conditions initiales naturelles dans l'espace AdS. En cos- 
mologie standard l'existence de conditions initiales naturelles est resolue par les scenarios 
d'Inflation et ce succes repose sur la structure causale de la geometrie de fond de Sitter 
(dS) qui tend a effacer les irregularites initiales. Mais dans le scenario branaire de Randall- 
Sundrum la geometrie de fond est AdS, dont la structure causale fait que l'amplitude des 
irregularites initiales est conservee au cours du temps, empechant ainsi de generer l'homo- 
geneite et l'isotropie de l'Univers observees aujourd'hui. Si les difficultes techniques peuvent 
etre ecartees par des approches numeriques, le probleme des conditions initiales persiste 
puisque les schemas numeriques ont besoin de specifier des conditions initiales particulieres 
dans le bulk pour faire evoluer les perturbations. Dans ce travail de these nous abordons 
le probleme de revolution des perturbations cosmologiques dans un Univers branaire en 
expansion de fagon analytique : on utilise une approche effective quadri-dimensionnelle ou 
on "trace" sur l'information manquante portee par les degres de liberte du bulk, que l'on 
englobe dans le propagateur retarde de AdS, ce qui evite de definir un vide initial dans 
le bulk. Nous calculons le propagateur retarde effectif sur la brane en resommant les ef- 
fets de retroaction du bulk, contenus dans le propagateur retarde du bulk AdS, a tous les 
ordres dans le couplage brane-bulk. L'objectif suivi dans ce travail de these est d'obtenir 
des resultats quantitatifs quant a l'ordre de magnitude des effets cosmologiques dus a la 
presence de dimensions supplementaires, cela dans un modele d'Univers branaire en ex- 
pansion arbitraire et du type Randall-Sundrum. Au lieu de chercher des solutions exactes 
aux equations de perturbations cosmologiques, nous nous sommes interesses davantage au 
role des gravitons du bulk dans leur interaction avec les degres de liberte localises sur la 
brane. Dans le cas d'une expansion non-uniforme de l'Univers, les excitations quantiques 
de degres de liberte localises sur la brane peuvent engendrer remission de gravitons dans 
le bulk ; ceux-ci peuvent alors s'echapper vers l'infini futur, faisant apparaitre, du point de 
vue quadridimensionnel d'un observateur localise sur la brane, une forme de dissipation. 
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Les gravitons emis peuvent aussi etre reflechis ou diffractes dans le bulk inhomogene Anti- 
de Sitter a cause de la courbure, puis reabsorbes par la brane, engendrant une sorte de 
non-localite du point de vue d'un observateur sur la brane. Ces processus de dissipation 
et de non-localite sont "codes" dans le propagateur AdS du graviton et par consequent 
dans le propagateur effectif sur la brane, et constituent des signatures de la presence de 
dimensions supplementaires. La majeure partie de cette these est consacree au calcul des 
phenomenes dissipatifs en cosmologie branaire. Le dernier chapitre de cette these traite un 
sujet different concernant un travail effectue en cosmologie standard : il s'agit d'un travail 
en progres sur la reconstruction en espace reel des effets de lentilles gravitationnelles qui 
contaminent les spectres primordiaux du CMB. Ce memoire de these est organise comme 
suit : 

- Au chapitre Q] nous donnons les motivations physiques de la presence de dimensions 
supplementaires dans l'Univers et introduisons les modeles d'Univers branaires. 

- Au chapitre [2] nous presentons le modele de Randall-Sundrum ainsi que ses conse- 
quences cosmologiques, ce travail de these s'inscrivant dans ce modele. 

- Au chapitre [3] nous presentons la theorie des perturbations cosmologiques branaires 
dans le formalisme de Mukohyama et nous discutons quels sont les problemes et les 
difficultes rencontrees dans le calcul de revolution des perturbations cosmologiques 
dans un Univers branaire en expansion. 

- Au chapitre [4] nous exposons l'approche que nous avons adoptee pour etudier l'in- 
teraction brane-bulk et evaluer revolution des perturbations cosmologiques dans un 
Univers branaire en expansion. Nous montrons comment des processus de dissipation 
et de non-localite sont "codes" dans le propagateur du bulk Anti-de Sitter et nous 
calculons les taux de dissipation de divers degres de liberte localises sur la brane. Nos 
resultats que nous exposons dans ce chapitre ont donne lieu a la publication d'un ar- 
ticle [51 J : " Dissipation and nonlocality in a general expanding braneworld universe", 
Mathieu Remazeilles, Phys. Rev. D79 :043523 (arXiv :0807.4238 [hep-th]). 

- Au chapitre [5] nous calculons le propagateur retarde exact du graviton dans l'espace 
Anti-de Sitter de fagon covariante. Ce travail n'a pas ete soumis a publication. 

- Au chapitre [6] nous terminons sur un tout autre sujet concernant un travail effectue 
en cosmologie standard sur les effets de lentilles gravitationnelles qui contaminent 
les spectres du rayonnement du Fond Diffus Cosmologique. II s'agit de construire un 
estimateur statistique optimal du potentiel de lentille en espace reel (par opposition a 
l'espace de Fourier tel qu'il a ete fait dans la litterature) a partir des spectres observes 
des anisotropics de temperature et de polarisation, cela dans le but de pouvoir nettoyer 
les spectres primordiaux des effets de lentilles gravitationnelles tout en tenant compte 
des eventuelles coupures et excisions du ciel (points source, Voie Lactee, ...). Les 
resultats de chapitre sont en progres et doivent bientot donner lieu a la publication 
d'un article : " CMB lensing reconstruction in real space", Martin Bucher, Kavilan 
Moodley and Mathieu Remazeilles. 

La convention de sommation d'Einstein sur les indices sera souvent utilisee : A^A^ = 
Ylt=o X^=o 9ij^ 1 ^ pour un espace-temps a d dimensions de metrique g^ v . 

La forme de ce memoire de these traduit une volonte de presenter de fagon claire et 
concise quels sont les enjeux et les difficultes du calcul des perturbations cosmologiques dans 
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un Univers branaire en expansion et quelle a ete mon approche pour les resoudre. II ne s'agit 
en aucun cas de rappeler les bases de la theorie de la relativite generale ou les resultats de 
la cosmologie standard que le lecteur interesse pourra trouver dans les nombreux ouvrages 
pedagogiques de qualite deja existant sur le sujet et cites dans la bibliographie a la fin de 
ce manuscript. 



Chapitre 1 



Dimensions supplementaires et Univers 
branaires 



L'existence de dimensions spatiales supplementaires dans l'Univers a d'abord ete propo- 
see dans la theorie de Kaluza-Klein en 1921. En introduisant une cinquieme dimension dans 
l'espace-temps, Kaluza [2] puis Klein [3] ont remarque qu'on pouvait de cette fagon uni- 
fier l'interaction gravitationnelle et l'interaction electromagnetique. En effet les equations 
d'Einstein de la relativite generate a cinq dimensions peuvent se decomposer, lorsqu'on 
les projette sur l'espace-temps usuel a quatre dimensions, en les equations d'Einstein a 
quatre dimensions de la relativite generale, les equations de Maxwell decrivant l'interac- 
tion electromagnetique a quatre dimensions plus une equation de Klein-Gordon pour un 
nouveau champ scalaire appele dilaton. L'absence de detection de la cinquieme dimension 
a ete expliquee par le fait que cette dimension supplementaire devait etre compactifiee 
autour du cylindre R 4 x S 1 de rayon suffisamment petit de fagon a echapper aux instru- 
ments de mesure. La theorie de Kaluza-Klein est ensuite tombee un peu dans l'oubli avec 
P engouement des physiciens provoque par les decouvertes de la mecanique quantique et 
des theories de jauges Z7(l), SU{2) et SU(3) au cours du vingtieme siecle, ces theories 
quantiques de champs decrivant avec succes les interactions electromagnetique, faible et 
forte entre les particules elementaires ainsi que grand nombre d'experiences subatomiques. 
Cependant les phenomenes gravitationnels extremes existant dans l'Univers incluent a la 
fois des effets quantiques et des effets gravitationnels. C'est le cas pour la formation des 
trous noirs ou le comportement de la physique proche du Big-Bang. Dans l'objectif de 
comprendre la physique de ces phenomenes, la construction d'une theorie quantique de la 
gravitation s'est averee indispensable. Dans cette quete d'une unification de la gravite avec 
les autres interactions fondamentales, la question de la dimensionnalite de l'espace-temps 
a resurgi a travers la theorie des cordes supersymetriques, ou supercordes, qui reste le 
meilleur candidat a l'unification. En remplagant la representation ponctuelle des particules 
de la theorie quantique des champs par une representation unidimensionnelle sous forme 
de cordes elementaires, cette theorie est a meme de reconcilier la relativite generale avec les 
theories quantiques de champs, mais au prix d'une reconsideration de la dimensionnalite 
de l'espace-temps. En effet la quantification de la theorie des cordes n'est pertinente d'un 
point de vue mathematique que si les cordes evoluent dans un espace-temps a (9 + 1) di- 
mensions. Cette decouverte, associee a la decouverte que la theorie des cordes contient des 
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solutions classiques correspondant a des membranes, appelees "D-branes", de dimensions 
diverses, en plus des cordes elles-meme, a inspire Tidee que notre Univers observable reside 
sur une brane a (3 + 1) dimensions plongee dans un espace-temps de plus haute dimension. 
Nous exposons dans ce chapitre les motivations physiques issues de la theorie des cordes 
qui ont inspire les scenarios branaires et nous presentons quelques modeles branaires. 



1.1 Deux resultats fondamentaux de la theorie des cordes 

Nous deduisons dans cette section deux resultats majeurs de la theorie des cordes [I] 
qui ont motive l'etude de modeles d'Univers branaire : la presence du graviton dans le 
spectre des etats quantiques de la corde et la dimensionnalite de l'espace-temps. Nous nous 
restreignons a l'etude de la corde bosonique libre pour apprehender ces deux proprietes. 



1.1.1 Le spectre quantique des cordes contient le graviton 

En theorie quantique des champs la particule ponctuelle relativiste libre se propage 
dans l'espace-temps le long d'une ligne d'Univers de longueur minimale (geodesique), pa- 
rametrisee par le temps propre r et a l'aide des coordonnees d'espace-temps notees x^{r). 
Suivant le principe de moindre action, les equations du mouvement de la particule sont 
obtenues en minimisant Paction proportionnelle a la longueur de la ligne d'Univers. La 
corde de la theorie des cordes n'etant que la generalisation bidimensionnelle de la parti- 
cule, elle se propage dans l'espace-temps le long d'une feuille d'Univers d'aire minimale, 
parametrisee par deux variables a = (00, <T\) et a l'aide des coordonnees d'espace-temps 
notees X^(a , cri). Le choix naturel pour Taction de la corde bosonique est Taction de 
Nambu-Goto proportionnelle a Taire de la feuille d'Univers, ou plutot son homologue Lo- 
rentzien, S = T J d 2 a^/\ det g ilv d a X^d b X v \. En utilisant la contrainte (II. calculee plus 
bas on montre aisement que cette action est equivalente a Taction de Polyakov 



T 



S = --J d 2 a^\h\h ab {a) 9ilv {X)d a X^d b X v (1.1) 

ou la tension T de la corde a la dimension d'une masse au carre et ou il faut distinguer 
la metrique intrinseque h ab (a) de la feuille d'Univers bidimensionnelle (a, b = 0,1) de 
la metrique g^i^X) de l'espace-temps physique (ou espace cible) a d dimensions (fi, v = 
0, ...,d— 1). Notons que si Tespace cible est Minkowskien on peut interpreter cette theorie 
d'un autre point de vue comme etant la gravite classique a deux dimensions, decrite par 
la metrique h^, en interaction avec d champs scalaires X^ ; le terme scalaire de Ricci de 
Taction d'Einstein-Hilbert n'ayant aucune raison d'etre present dans Taction parce que c'est 
un invariant topologique a deux dimensions et en ce sens un terme non dynamique^. La 
minimisation de Taction ( 11.11) par rapport au champ metrique h a b fournit une equation de 
contrainte sur Tannulation du tenseur energie-impulsion de la feuille d'Univers 

T ab = - y=J^ = d a X»d b X, - l -h ab h cd d c X»d d X, = 0. (1.2) 



1 Notons de plus que Ton peut ajouter un terme de "constante cosmologique" dans Taction a deux 
dimensions qui contraint a respecter l'invariance relativiste de l'aire de la feuille d'Univers. 
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La feuille d'Univers de la trajectoire de la corde est conformement plate, c'est-a-dire 
conforme a l'espace Minkowski, comme toute variete bidimensionnelle. En effet Paction 
est invariante sous les diffeomorphismes a deux dimensions, ainsi que sous transformation 
conforme de Weyl de la metrique de la feuille d'Univers, h ab — > A(cr , cri)h a b. L'invariance 
sous les diffeomorphismes nous laisse la liberte de choisir la jauge telle que la metrique bidi- 
mensionnelle soit conforme a Minkowski h a b = e^rjab, ou T]^ est la metrique Minkowskienne, 
car disparait de Taction. Nous considerons pour la suite que l'espace-temps physique de 
fond est Minkowskien afin de simplifier le raisonnement et nous notons <jq = r, o\ = a, 
alors Taction ( 11.11) se simplifie comme 



T 

S = / dadr 

2 



X' 2 - X 2 



;i.3) 



ou un "prime" denote une derivation par rapport a a et un "point" une derivation par 
rapport au temps r. Dans le choix de jauge conforme la minimisation de Taction (11.31) 
par rapport a conduit a Tequation du mouvement de la corde qui n'est autre qu'une 
equation d'onde libre bidimensionnelle, et (11.20 conduit a deux equations de contraintes 
appelees conditions de Virasoro : 

X"-X = 0, X-X' = 0, X' 2 + X 2 = 0. (1.4) 

II est necessaire de choisir des conditions de bord pour la corde. Si la corde est une corde 
fermee il est naturel d'imposer une condition de periodicite sur le parametre spatial a tel 
que X^(cr, r) = X M (cr + n, r). Si la corde est une corde ouverte, chacune de ses extremites 
peut satisfaire des conditions de bord de type Neumann, X /M (0,r) = X'^{ti,t) = 0, ou 
peut aussi satisfaire des conditions de bord de type Dirichlet, X M (0, r) = X M (7r, r) = 0. Les 
conditions de Dirichlet imposent a la corde ouverte d'avoir ses deux extremites fixees dans 
une dimension spatiale, c'est-a-dire que la corde se trouve localisee dans Tespace-temps sur 
une hypersurface de genre temps et de codimension un ou sont attachees ses extremites. 
Cette hypersurface de Tespace-temps est appelee une D-brane ou "D" vient de Dirichlet, 
ou encore une (d — 2)-brane car elle comporte (d — 2) dimensions spatiales. Son action 
est une generalisation a (d — 1) dimensions de celle de la corde qui n'est autre qu'une 1- 
brane. Comme nous allons le voir, le spectre quantique de la corde ouverte contient les etats 
particulaires du Modele Standard tel que le photon alors que le spectre de la corde fermee 
contient Tetat du graviton. Les ingredients sont done reunis pour concevoir Tidee que les 
particules du Modele Standard "seraient" des cordes ouvertes contraintes de se deplacer sur 
une D-brane de codimension un, representant TUnivers observable, qui est entouree d'une 
dimension supplementaire ou seuls les gravitons, qui "seraient" des cordes fermees, peuvent 
se deplacer. La solution generale des equations du mouvement (11.41) pour la corde ouverte 
de type Neumann est donnee par 

X^ = x^ + f^r + iisY.-a^-^cosna, (1.5) 

ou t s = (ttT)- 1 / 2 est la Ion gueur fondamentale de la cor dd et x M et correspondent 
respectivement a la position et a Timpulsion du centre de masse de la corde. Pour la corde 



2 La taille caracteristique des cordes peut etre calculee par analyse dimensionnelle en fonc- 
tion de la constante de gravitation G, de la vitesse de la lumiere c et de la constante de 
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fermee, la solution est une superposition de modes gauches G et droits D, 
X"{r,a) = X£(T-a)+X£(T + cr),&vec 

X» G = l^ + l^(T + a) + li£ s Y,l<e- MT+(r) - (1-6) 

Nous pouvons quantifier la corde de fagon canonique, comme en theorie quantique des 
champs, en elevant au rang d'operateurs les variables conjuguees X M et P^ = 5S/5X^ = T 
et en imposant des relations de commutation canoniques a temps egaux : 
[X»(t, a), P u (r, a')] = irf5(a - a') et [P"(r, a), P u (r, a')] = [X»(t, <t),X u (t, a')] = 0. Par 
consequent les coefficients des modes de la corde deviennent eux-meme des operateurs de 
creation, (a m Y = a^ m , et d'annihilation, a^, qui satisfont les relations de commutation 
suivantes 



K,<] = mSr^rT, [a?,jf]=irr (1.7) 

pour la corde ouverte. L'etat du vide |0, k v ) est annihile selon ct^jO,/^) = (m > 0) et 
l'operateur impulsion du centre de masse satisfait p M |0, k v ) = k^Ojk 1 '). Les etats excites 
sont crees selon \mi, fj,i, m k , fi k ; k u ) = a^^.-.a^ |0; k v ). Des relations similaires sont 
obtenues pour les operateurs a n de la corde fermee. Les contraintes classiques de Virasoro 
sont representees au niveau quantique par les operateurs de Virasoro 

oo 2 oo 

L Q = ^ a£ n a„ )A , + y - a, L m = - ^ a m-n a n,ix (1-8) 

n=l n=— oo 

ou on a defini = £ s p^ et ou a est une constante due a l'ambiguite dans l'ordonnement 
normal des operateurs puisque a^ n et a% ne commutent plus dans L . On peut verifier que 
les contraintes classiques de Virasoro (X ± X') 2 = sont equivalentes a L n = pour tout 
n. La contrainte L Q \phys) = permet d'obtenir le spectre de masse des etats physiques 
\phys), c'est-a-dire sur la couche de masse, selon 

2 ( °° \ 2 

M 2 = -p 2 = -\Y^phys\a- n -a n \phys)-a\ = - (N - a) (1.9) 

ou N est la valeur propre de l'operateur nombre d'excitations N = Y^=i a -n ' a n- Le 
spectre de la corde ouverte demarre done avec 

- Le vide |0, k v ) : N = et M 2 = -2a/£ 2 s qui est un tachyon si a > 0. 

- Le premier etat excite est un etat bosonique vectoriel, a^ 1 |0,A; I/ ) : N — 1, M 2 = 
2(1 — a)/£ 2 . Cet etat s'identifie au photon si sa masse est nulle, e'est a dire si a = 1. 



Planck h : £ s = HG/c 3 <~ 1CT 33 cm. Cette taille minuscule, dite de Planck, justifie que les cordes 
puissent etre representee a plus basse energie par les particules ponctuelles de la theorie quantique des 
champs. 
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Nous constatons done que le choix a = 1 dans la theorie des cordes bosoniques fait que le 
spectre de la corde ouverte contient le photon du Modele Standard, e'est-a-dire la particule 
de jauge U(l) de spin 1 et a (d — 2) degres de liberte vehiculant l'interaction electroma- 
gnetique. Cependant le vide est tachyonique ce qui traduit une instabilite du vide (masse 
imaginaire, impulsion de genre espace) et done une incoherence a priori de la theorie quan- 
tique. En realite cette instabilite tachyonique disparait pour la theorie complete, dite des 
supercordes, qui inclue la presence de cordes fermioniques en plus des cordes bosoniques. 
L'action des supercordes est intrinsequemnt supersymetrique (symetrie bosons- fermions), 
ce qui a pour effet d'eliminer le tachyon. Regardons maintenant le spectre de la corde fer- 
mee bosonique. Les relations de commutation supplementaires pour les modes gauches de 
la corde fermee sont similaires a celles des modes droits [5^, a£] = mS m+n r]^ , [d^, a£] = 0, 
ou on note dg = oiq = (l/2)£ s p^. Les etats quantiques de la corde fermee sont crees a l'aide 
des operateurs de creation selon n^ =i n^, =1 a^™ m d^™' m , |0, 0, k u ) . Les conditions de Virasoro 

deviennent au niveau quantique L m |0, 0, k v ) = L m \0, 0, k v ) = 0. L'annulation de l'operateur 
(Lq — Lq) impose l'egalite N = N entre les nombres de particules generees par les modes 
droits et gauches. L'annulation supplementaire de l'operateur (L + L ) fournit le spectre 
de masse suivant pour la corde fermee 

oo 

M2 = ^E( 2iV - 2a )- ( L1 °) 

lg 71=1 

Le vide de la corde fermee bosonique est encore tachyonique si a > 0. Le premier etat excite 
= «^i«^i|0, 0, k p ) (N = 1) peut se decomposer selon 

- un etat de spin appele dilaton, |$) = de masse M 2 — — a), 

- un etat tensoriel antisymetrique, \B^ U ) = — |^^)) /2, de masse M 2 = ^-(1— a), 

- un etat tensoriel symetrique et sans trace, de masse M 2 = ^-(1 — a). 

En faisant le choix a = 1 comme pour la corde ouverte, on constate le spectre de la 
corde fermee contient un etat de spin 2 sans masse, symetrique et sans trace, etat qui 
s'identifie naturellement au graviton, le champ de metrique de l'espace-temps. Le tachyon 
de la corde fermee disparait en theorie des supercordes lorsqu'on inclue les superpartenaires 
fermioniques dans la theorie. Le calcul des premiers etats quantiques du spectre revele que 
la theorie des supercordes engendre, parmi une infinite de particules, le photon, boson 
de jauge vehiculant l'interaction electromagnetique, ainsi que le graviton, boson de jauge 
devant vehiculer l'interaction gravitationnelle^. En contenant le champ du graviton dans 
son spectre, la theorie des supercordes se presente done comme une theorie quantique qui 
doit contenir la theorie de la relativite generale a basse energie. 

1.1.2 L'espace-temps possede (9+1) dimensions 

Le choix de la jauge conforme, h ab = e^ri ab , adoptee precedemment ne fixe pas totalement 
la jauge pour Taction de Polyakov puisque <fi peut-etre choisi arbitrairement. II reste une 
symetrie de jauge residuelle liee aux transformations conformes de la feuille d'Univers. On 



3 On peut montrer que la theorie des cordes contient egalement les bosons de jauge SU(2) de l'interaction 
faible et les gluons de l'interaction forte mais cela va au-dela de l'objectif de cette section. 
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peut utiliser cette liberte residuelle pour fixer davantage la jauge. Introduisons pour cela les 
coordonnees du cone de lumiere pour la feuille d'univers, a± = r±a, et pour l'espace-temps 
X ± = (X° ± les coordonnees transverses X\ i = 1, ...d — 2, demeurant inchangees. 

L'action (11.31) puis l'equation du mouvement deviennent dans ces coordonnees 

S = J da+da-d+X ■ <9_X, d + d^X = 0. (1.11) 

La symetrie residuelle de Taction (II .lip correspond a la possibility de reparametrisations 
arbitraires de la feuille d'Univers cr + — > /(o" + ), cr_ — > g(crJ). Comme les solutions de 
l'equation du mouvement sont elles-meme la somme d'une fonction de a + et d'une fonction 
de cr_, l'invariance residuelle nous autorise a fixer la jauge simple, dite du cone de lumiere, 
pour un degre de liberte : 

X + (a,r) = x + + f s p + T. (1.12) 

Les contraintes de Virasoro classiques, 2l 2 p + (^X~ ± X = (^X l ± X^j , ou i = 1, d — 
2, permettent d'obtenir X~ = x~ + i 2 s p~T + i£ 2 s J2 n ^o 9 ^-e~ mT cos(ncr) en fonction des X 1 : 

«n = — ( 2 '■ a n-m a i,m ■ ~a5 n J , (1.13) 

\ i=l m=—oo / 

ou on a note = £ 2 p~ et ou a est une constante due a l'ambiguite d'ordonnement normal 
des operateurs quantiques de creation et d'annihilation a l _ m et a l m . L'encadrement entre 
deux points denote le produit en ordre normal des operateurs. On en deduit le spectre de 
masse des etats quantiques M 2 = 2p + p~ — p % p i = (phys\2p + ^ — ^ S»=i a o a b\phy s ) = 

2(N — a) ou N est la valeur propre de l'operateur nombre d'excitations N = X^m=i a - m a i,m- 
Le premier etat excite la!^) possede (d — 2) degres de liberte et correspond au photon sans 
masse si a = 1 de nouveau. Cette condition se trouve etre en fait indispensable pour 
satisfaire l'invariance de Lorentz de la theorie puisque le premier etat excite se transforme 
sous Lorentz comme un vecteur du groupe SO(d — 2) qui correspond au groupe de symetrie 
d'une particule vectorielle sans masse. Dans la jauge du cone de lumiere on peut calculer 
cette fois directement la constante d'ordonnement normal a, d'apres la relation 

. d— 2 +oo 1 d— 2 +oo , r, 00 

i=l n=—co i=l n=—oo n=l 

On en deduit a = — Y^=i n - Cette serie divergente peut etre regularisee au moyen de 
la fonction Zeta de Riemann selon Y^=i n = C( — 1) = —1/12 de telle sorte que 

d-2 . . 

a = — . (1.15) 

Les conditions d'existence du photon et du graviton et la condition d'invariance de Lorentz 
dans la theorie des cordes se sont traduits par la condition a = 1. Combinee a l'expres- 
sion explicite fll . 151) . cette condition impose a son tour la condition que l'espace-temps 
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de la theorie des cordes bosoniques possede exactement d = 25 + 1 dimensions. De fagon 
alternative la quantification de la theorie par integrate fonctionnelle a la Fadeev-Popov au- 
rait montre qu'une anomalie quantique apparait dans l'algebre des operateurs de Virasoro 
(incluant les champs de ghost). La condition d — 26 est alors necessaire pour annuler l'ano- 
malie quantique et ainsi rendre la theorie coherente au niveau quantique. La theorie des 
cordes bosoniques n'est cependant pas satisfaisante d'un point de vue physique puisqu'elle 
ne contient pas de fermions. Une quantification analogue de la version supersymetrique de 
la theorie montre que les supercordes doivent en realite evoluer dans un espace-temps a 

9 + 1 dimensions. Enfin precisons qu'il existe en fait cinq theories des supercordes differentes 
mais duales entre elles qui ne sont que des limites particulieres d'une seule et unique theorie 
fondamentale, appelee "theorie M" [4], qui impose a l'espace-temps de posseder finalement 

10 + 1 dimensions. 

Deux alternatives, qui ne s'excluent pas l'une et l'autre, ont ete proposees pour expliquer 
l'absence de detection des six (ou sept) dimensions supplementaires de l'espace-temps : ces 
dimensions peuvent soit etre compactifiees a la Kaluza-Klein sur une echelle suffisament pe- 
tite pour echapper a la resolution des instruments de mesure, soit etre non-compactes mais 
orthogonales a une brane a quatre dimensions sur laquelle reside notre Univers observable. 

1.2 Modeles d'Univers branaires 

Nous avons vu que la theorie des cordes englobe toutes les theories de jauge y com- 
pris la gravitation a travers la presence du graviton dans son spectre. En contrepartie la 
quantification coherente de cette theorie d'unification implique que l'espace-temps possede 
des dimensions supplementaires. De plus les champs du Modele Standard, decrits par des 
cordes ouvertes, peuvent etre contraints de se deplacer sur des membranes (D-branes) de 
codimension 1. Seuls les gravitons, decrits par des cordes fermees, peuvent se propager dans 
la dimension supplemental. Ces consequences majeures de la theorie des cordes ont ete la 
premiere source d'inspiration dans la construction de modeles branaires, considerant que 
notre Univers observable reside en fait sur une brane a quatre dimensions plongee dans un 
espace-temps de dimension superieure (Fig. ll.ll) . La physique du Modele Standard conserve 
son comportement quadridimensionnel puisque tous les champs du Modele Standard sont 
confines sur la brane. La gravitation et la cosmologie doivent en revanche etre affectees par 
la presence de dimensions supplementaires puisque les gravitons peuvent se deplacer dans 
toutes les dimensions du bulk. 

Dans cette section nous presentons dans les grandes lignes quelques premiers modeles 
branaires dont on pourra comparer les caracteristiques avec le modele de Randall-Sundrum 
presente de maniere detaillee au chapitre El 

1.2.1 Modele de Hofava-Witten 

Ce modele pfl, E] a ete construit pour trouver des dualites qui relient les cinq versions 
perturbatives de la theorie des supercordes a la theorie M. On ne connait pas encore com- 
pletement la structure non-perturbative de la theorie M mais on sait que cette theorie 
fondamentale contient des p-branes de dimension (p+ 1) diverses et qu'elle admet la super- 
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Univers observable a (3+1) dimensions 
BRANE 




Espace-temps de plus haute 
dimension 

BULK 



- Champs du MS confines 
sur labrane 



• Gravite libre de se propager 
dans la dimension 
supplementaire 



Dimension supplementaire 
infinie, courbe 



Fig. 1.1 - Description schematique d'un Univers branaire entouree d'ime dimension sup- 
plementaire infinie. Les particules du Modele Standard sont contraintes de se deplacer dans 
les quatre dimensions de la brane. Seuls les gravitons peuvent s'echapper dans la dimension 
supplementaire. 

graviteEl a 11 dimensions comme limite de basse energie. En 1996, Hofava et Witten ont 
exprime la theorie M, ou sa limite de basse energie, la supergravite all dimensions, sur la 
variete quotient M. = R w x S 1 /Z 2 , c'est-a-dire que la onzieme dimension est compactifiee 
sur un cercle SI ayant une symetrie miroir Z 2 et done deux points fixes, le terme mathema- 
tique pour Si/Z 2 etant "orbifold". En faisant cela ils ont constate que, dans la limite d'un 
petit rayon de compactification, la theorie M est decrite par la theorie des cordes hetero- 
tiques E 8 x E 8 a 10 dimensions en couplage fort, qui est une des cinq versions de la theorie 
des cordes. Les deux points fixes de l'orbifold S\jZ 2 constituent des sous-espaces branaires 
a (9 + 1) dimensions sur chacun desquels est confinee une theorie de jauge E$ afin d'eliminer 
les anomalies de jauge et gravitationnelle dans la theorie. On peut encore compactifier a 
la Kaluza-Klein six dimensions spatiales sur une variete dite de Calabi-Yau, X, parce que 
ce type de variete compacte conserve la supersymetrie de la theorie des cordes, reduisant 
ainsi le nombre de dimensions non-compactes a (3 + 1) sur chaque brane fixe de l'orbifold : 
M. = R A x X x S 1 /Z 2 . En supposant que l'echelle de compactification des six dimensions 
sur la variete de Calabi-Yau est bien plus petite que le rayon de l'orbifold, on obtient le 
scenario d'un monde a cinq dimensions M. ~ R 4 x S 1 /Z 2 ou se propage la gravite et conte- 
nant deux univers branaires a (3 + 1) dimensions sur lesquels sont confinees les interactions 
de jauge (Fig ]1.2l) . De part et d'autre de chaque brane l'espace est symetrique dans la cin- 
quieme dimension d'apres la symetrie Z 2 . Le modele "cordiste" d'Horava- Witten a inspire 
le modele de Randall-Sundrum presente plus loin, ainsi que le besoin de comprendre la 
phenomenologie et la cosmologie branaire a cinq dimensions non compactes. 



4 Theorie avec supersymetrie locale qui induit la presence de la gravite. 
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Fig. 1.2 - Modele de Horava-Witten. L'espace-temps de la theorie Mall dimensions est 
decompose en deux branes a 10 dimensions, situees aux points fixes de l'orbifold S 1 /Z 2 , 
dont 6 dimensions sont compactifiees sur une variete de Calabi-Yau et (3+1) dimensions 
sont non-compactes. Une theorie de jauge E 8 est confinee sur chaque brane. La supergravite 
se propage dans les 11 dimensions. 

1.2.2 Modele ADD 

On peut se poser la question de savoir pourquoi l'interaction gravitationnelle entre deux 
particules est d'intensite beaucoup plus faible que les trois autres interactions de jauge du 
Modele Standard. En effet l'echelle d'energie a laquelle les interactions de jauge du Modele 
Standard sont d'intensite equivalente est donnee par l'echelle electrofaible m EW ~ 1 TeV , 
alors que l'echelle d'energie a laquelle l'intensite de la gravite serait aussi importante que 
celle des interactions de jauge est donnee par l'echelle de Planck M p = G^ 2 ~ 10 19 GeV, 
ou M p est la masse de Planck et Gat la constante de gravitation de Newton. Ceci constitue 
le probleme de hierarchie en physique des particules : pourquoi l'echelle de Planck de 
l'interaction gravitationnelle est-elle si eloignee de l'echelle electrofaible des trois autres 
interactions de jauge (m EW /M p ~ 1CT 16 <C 1) ? 

Le modele d'Arkani-Hamed, Dimopoulos et Dvali (ADD) [7], publie en 1998, propose 
une solution au probleme de hierarchie. Dans ce modele l'Univers reside sur une brane 
Minkowski a quatre dimensions entouree de n dimensions supplementaires compactes de 
taille R (R est le rayon de compactification), donnant a l'espace-temps total a (4 + n) 
dimensions la topologie M. = R A x S n . Les champs de jauge du Modele Standard sont 
confines sur la brane, seule l'interaction gravitationnelle peut se diluer dans les dimensions 
compactes. L'echelle fondamentale de la gravitation est ainsi donnee par la masse de Planck 
a (4 + n) dimensions M p ( 4+n ) et la masse de Planck a quatre dimensions n'est qu'une echelle 
effective sur la brane. En supposant que l'echelle de Planck a (4 + n) dimensions est du 
meme ordre de grandeur que l'echelle electrofaible, M p ( 4+n ) ~ m E w ~ TeV, on elimine 
ainsi tout probleme de hierarchie. L'importance de la masse de Planck a quatre dimensions 
M p ~ 10 19 GeV, mesuree par un observateur localise sur l'Univers-brane, s'explique done 
par l'importance de la taille R et du nombre n des dimensions supplementaires. 
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En appliquant le theoreme de Gauss en (4 + n) dimensions, on trouve que le potentiel 
Newtonien d'interaction gravitationnelle entre deux masses test mi, 1712 separees d'une 
distance r <^ R vaut 

T/ , v r<R m x m 2 1 

iW p(4+n) ' 

illustrant que la gravite se dilue dans les n dimensions supplementaires. Par contre si les 
masses sont separees d'une distance r ^> R alors elles ne ressentent plus la presence des 
dimensions supplementaires compactes et subissent un champ gravitationnel quasi quadri- 
dimensionnel : on obtient le comportement habituel du potentiel gravitationnel en 1/r 

V (r) ~ n+2 -• (1.17) 



La constante de Planck effective a quatre dimensions M p est done reliee a la a la constante 

r. A, 

V J p(4+n) J 



de Planck fondamentale de plus haute dimension selon Ml = M™ ( ~[ 2 ,R n . En posant 



Mpu+n) ~ m EW ~ TeV, la resolution du probleme de hierarchie exige done que la 
taille des dimensions supplementaires compactes soit 

R ~ 10- 17+3 °/ n cm. (1.18) 

Le cas n — 1 implique des modifications de la gravite de Newton usuelle jusqu'a des 
distances R ~ 10 13 cm, e'est-a-dire de l'ordre des distances caracteristiques du systeme 
solaire. Ce cas est bien-sur exclu par toutes les observations astronomiques. Par contre, le 
comportement quadridimensionnel en 1/r de la loi de Newton n'ayant jamais ete teste a 
des distances inferieures au millimetre, cela laisse entrevoir la possibilite que l'Univers est 
une brane entouree d'au moins deux dimensions supplementaires. Le cas n = 2 est done 
le plus interessant car il implique l'existence de dimensions compactes de "grande'lfl taille 
R ~ 0.1 mm et done des modifications de la loi de Newton potentiellement detectables a 
cette "grande" distance. L'idee de ce modele a ete de profiter du fait que les trois interactions 
de jauge du Modele Standard ont ete testee aux echelles du TeV alors que la loi de la gravite 
n'a jamais ete testee en dessous de 0.1 mm. Cela autorise la gravite a se propager dans un 
espace de plus haute dimension tout en contraignant les interactions de jauge a se propager 
sur une brane a quatre dimensions. 

La presence de dimensions supplementaires entraine d'autres consequences phenomeno- 
logiques, notamment l'existence de gravitons massifs comme nous allons le voir. De fagon 
generate les gravitons sans masse (ou ondes gravitationnelles) se deplacent a la vitesse de 
la lumiere dans un espace-temps a (4 + n) dimensions et correspondent aux fluctuations 
transverses et sans trace de la metrique. Les equations d'Eintein linearisees pour ces pertur- 
bations de metrique se reduisent dans un espace-temps plat (Minkowskien) a une equation 
d'onde scalaire dans le vide (Da/* H-Ds 1 " = 0), e'est-a-dire dans l'espace des impulsions : 

p 2 = = -pl+pl + pj+pl + m 2 , (1.19) 



5 L'echelle R ~ 0.1 mm est "grande" par rapport aux autres echelles du probleme telles que l'echelle 
electrofaible. 
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ce qui entraine l'apparence, du point de vue quadridimensionnel, d'une masse effective 
m 2 = tls^hab pour les gravitons h a b- Dans le modele ADD l'espace-temps total n'est pas 
Minkowskien puisque compactifie mais de la meme fagon en projetant les equations linea- 
risees du graviton a (4 + n) dimensions sur l'espace Minkowskien a quatre dimensions on 
obtient l'equation du mouvement d'un graviton massif a quatre dimensions. Les dimen- 
sions supplementaires etant compactifiees sur un cercle de rayon R, le spectre de masse 
des gravitons est discret et les masses sont separees de Am ~ 1/R. Cette tour discrete de 
gravitons massifs est appelee tour de Kaluza-Klein (KK) en reference au modele du meme 
nom qui partage cette propriete due aux dimensions supplementaires. Plus R est petit plus 
le premier graviton massif est lourd et peut avoir echappe aux detecteurs des accelerateurs 
de particules. Hormis les modifications de la loi de Newton a petite distance, la detection 
de gravitons KK dans les accelerateurs (e.g au Large Hadron Collider) constituerait une 
autre signature forte de la presence de dimensions supplementaires. 

1.2.3 Modele RS 1 

Le modele ADD avec n = 2 dimensions supplementaires elimine certes la hierarchie entre 
l'echelle de Planck M p et l'echelle electrofaible m EW mais introduit une nouvelle hierarchie 
entre l'echelle electrofaible et l'echelle de compactification R^ 1 ~ 10~ 3 eV. De plus le fait 
que R soit "grand" dans le modele ADD autorise la presence de gravitons KK legers, ce qui 
semble incompatible avec l'absence de leur detection dans les accelerateurs actuellement en 
fonctionnement. Randall et Sundrum ont propose un scenario alternatif pour resoudre le 
probleme de hierarchie en utilisant seulement une seule dimension supplementaire, courbee 
mais non-compacte [8j. Dans ce premier modele de Randall-Sundrum (modele appele RS 
1), deux branes Minkowski de genre temps a quatre dimensions sont plongees dans une 
portion de l'espace Anti-de Sitter a cinq dimensions (AdS 5 ) ou la cinquieme dimension 
possede de plus la structure orbifold S 1 /Z 2 : 

dt&dkAdS* = 9a b dX a dX b = e- 2 \y\"^ u dx^dx" + dy 2 . (1.20) 

r}fj, v est la metrique Minkowski a (3 + 1) dimensions et £ est le rayon de courbure l'espace 
AdS 5 . La premiere brane, situee sur le point fixe y = de l'orbifold, est cachee tandis que 
l'autre brane, parallelement positionnee a distance finie dans la dimension supplementaire 
sur l'autre point fixe y — L, constitue l'Univers visible. L'espace AdS entre les deux branes 
a done une constante cosmologique negative A 5 = —6/£ 2 et est Z 2 -symetrique de part et 
d'autre de chaque brane y <->• — y , L + y <-> L — y (Fig. II .31) . Cet edifice branaire correspond 
vraiment a une solution exacte des equations d'Einstein a cinq dimensions, qui conserve 
l'invariance de Poincare a quatre dimensions sur chaque brane a la seule condition que les 
deux branes possede une tension de signe oppose ±cr qui soit ajustee selon a = 3Mf/(47r£), 
ou M 5 est l'echelle fondamentale de Planck a cinq dimensions, afin d'annuler la constante 
cosmologique effective sur les branes Minkowski. Le modele RS parait plus satisfaisant du 
point de vue geometrique que le modele ADD puisque e'est une solution des equations 
d'Einstein et que les branes apparaissent cette fois comme des objets geometriques auto- 
gravitants, influengant la geometrie du bulk. Le point faible est que cet ajustement fin des 
parametres n'a pas encore de justification fondamentale. Par contre le modele RS s'insere 
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symetrie Z 




Fig. 1.3 - Modele de Randall-Sundrum (RS 1) a deux branes. L'espace-temps Anti-de 
Sitter entre les branes, situees aux points fixes de l'orbifold, a une constante cosmologique 
negative. L'espace est zVsymetrique de part et d'autre de chaque brane. L'Univers reside 
sur la brane visible en y = L. 



tres bien dans la theorie effective a cinq dimensions du scenario cordiste d'Horava-Witten 
(voir paragraphe II .2.1ft . A partir de ( 11 .20f) on relie aisement le volume 5D avec le volume 4D 
ainsi que les scalaires de courbure de Ricci 5D et 4D, de telle fagon que Taction d'Einstein- 
Hilbert inclue Taction effective a 4D selon : 

Ml J d 5 X^\R D Ml £ dye- 2y/e J d 4 x^\^\R {4 \ (1.21) 

entrainant la relation suivante entre Techelle fondamentale et Techelle de Planck effective 
M p : M 2 = M$£ [l — e _2L//£ ] . Si Ton veut discuter le probleme de hierarchie du point de 
vue de la brane visible supportant notre Univers il convient de renormaliser a 1 le facteur 
conforme de la metrique induite sur la brane visible situee a y = L, en modifiant le facteur de 
gauchissemeni@ dans (11.201) selon e~ 2y ^ e e~ 2( - y ~ L ^ e . Des lors la masse de Planck effective 
mesuree en y = L sur la brane visible vaut 

M 2 = M\i [e 2L/e - l] . (1.22) 

En supposant que Techelle fondamentale soit le TeV et M 5 , £ ~ rriEw ~ TeV, le probleme de 
hierarchie M p ~ 10 19 GeV se resoud done en supposant que les branes sont distantes de L ~ 
37£. On constate que le modele RS 1 n'introduit pas de nouvelle hierarchie contrairement 
au modele ADD. De plus la petite taille de la dimension supplementaire L ~ TeV' 1 
repond de maniere plus satisfaisante aux contraintes experimentales que le modele ADD 
puisque les gravitons KK massifs sont cette fois beaucoup plus lourds avec des masses de 
depart de Tordre du TeV. La distance entre les branes correspond a la valeur moyenne dans 
le vide d'un champ quantique scalaire (appele le module), ce dernier doit etre stabilise si 
Ton veut que la hierarchie soit respectee au niveau quantique. Notons qu'un mecanisme de 
stabilisation a ete propose par Goldberger et Wise [H] en introduisant un champ scalaire 
dans le bulk. 



6 "warp factor" en anglais. 
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Je ne m'etendrai pas davantage sur le vaste probleme de hierarchie ni sur la phenome- 
nologie des modeles branaires puisque je vais desormais me concentrer a partir du chapitre 
suivant sur la gravitation et la cosmologie dans le modele de Randall-Sundrum a une brane 
(modele appele RS 2). Dans le modele RS 2, l'Univers reside cette fois sur la brane en y = 
et l'autre brane a ete repoussee a 1'infini L — > oo de sorte qu'il n'y a plus qu'une seule brane 
dans ce modele. 



Chapitre 2 

Le modele de Randall- Sundrum 



Randall et Sundrum ont amene un point de vue nouveau sur la cosmologie et la gravi- 
tation en proposant en 1999 un modele branaire simple et elegant [9] ou la gravite standard 
est localisee de fagon dynamique sur la brane quadridimensionnelle malgre la presence d'une 
dimension supplementaire non-compacte et infinie. Dans ce modele (dit RS 2), notre Uni- 
vers observable reside sur une hypersurface a (3 + 1) dimensions, une 3— brane, de geometrie 
Minkowskienne plongee dans un espace-temps Anti-de Sitter a cinq dimensions (AdS 5 ). De 
fagon qualitative l'idee generale du modele de Randall-Sundrum est que la courbure du 
bulk Anti-de Sitter entraine en fait une "compactification" effective de la cinquieme dimen- 
sion empechant ainsi la gravite 4D de se diluer dans cette dimension supplementaire. En 
consequence le comportement 4D de la gravite d'Einstein reste preserve sur la brane, au 
moins aux grandes distances correspondant aux echelles ou la force de gravite a ete testee 
experimentalement. Dans ce chapitre on presente quantitativement et qualitativement les 
consequences gravitationnelles et cosmologiques du modele branaire de Randall-Sundrum. 



2.1 Localisation dynamique de la gravite 

Dans le modele de Randall-Sundrum l'Univers a (3 + 1) dimensions est une brane 
Minkowki de tension a plongee dans une portion de l'espace Anti-de Sitter AdS 5 a cinq 
dimensions de rayon de courbure £ : 

ds 2 = e- 2lyl/ % u dx"dx u + dy 2 , (2.1) 

ou T]^ est la metrique de Minkowski a (3 + 1) dimensions (Fig. 12.11) . La metrique de l'espace 
AdS 5 dans les coordonnees (12.11 ) induit effectivement une metrique quadridimensionnelle 
de geometrie Minkowski sur la brane situee en y = 0. Le facteur de gauchissement contient 
la valeur absolue \y\ parce que l'espace AdS est suppose Z 2 -symetrique de part et d'autre 
de la brane (symetrie miroir y «-> —y), en reference a la symetrie orbifold du modele 
de cordes de Hofava-Witten (paragraphe 11.2.11) . Cette construction branaire ( 12.11) est la 
solution metrique g a b des equations d'Einstein a cinq dimensions : 

Rab-^g ab R = -A 5 0o6 - K 2 S(y)<rrii*>&ffi , (2.2) 



2.1. LOCALISATION DYNAMIQUE DE LA GRAVITE 



29 



Univers-brane 




y = 
symetrie Z 2 



Fig. 2.1 - Modele de Randall-Sundrum (RS 2) a une brane. L'espace-temps Anti-de Sitter 
a cinq dimensions est gauchi et symetrique de part et d'autre de la brane Minkowski a 
quatre dimensions. 

ou a, b = 0, 4 et //, v = 0, 3, k 2 = 87r/M| , et ou le tenseur energie-impulsion (tension) 
quadridimensionnel de la brane est localise en y = 0. Enfin la tension a est ajustee a la 
constante cosmologique du bulk A 5 , afin qu'il n'y ait pas de constante cosmologique effective 
sur la brane Minkowski (A 4 = 0), selon : 

A5 = ^' a= ^i- (2 - 3) 
La geometrie de l'espace AdS (12.11) est non-factorisable et gauchie. 

2.1.1 Equation du mouvement du graviton dans le bulk AdS 5 

La theorie des perturbations de la metrique permet de calculer le spectre des gravitons 
(ou ondes gravitationnelles d'un point de vue classique) apparaissant dans le modele de 
Randall-Sundrum. Les ondes gravitationnelles correspondent aux fluctuations inhomogenes 
et anisotropes de la metrique de l'espace-temps, il s'agit done d'etudier revolution des 
perturbations de la metrique a l'ordre lineaire a travers les equations d'Einstein linearisees. 
Pour lineariser les equations d'Einstein il est pratique de se placer dans le systeme de 
coordonnees conformes de Poincare, z = £e y ^ £ , pour decrire le bulk AdS 5 

, o „ 9 —dt 2 + dxo + dz 2 

ds 2 = I 2 r-5 . 2.4 

z l 

Dans ces coordonnees, la metrique AdS est conforme a la metrique Minkowski et z est la 
dimension supplemental. Le calcul des perturbations, Uab "C 1, de la metrique (12. 4K du 
bulk AdS 

I 2 

ds 2 = — (rjAB + h AB ) dx A dx B (2.5) 
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se ramene ainsi d'une certaine fagon au calcul, plus simple, des perturbations de l'espace plat 
Minkowskien. Notons qab = Vab + ^ab la metrique plate perturbee et g AB = gT W ^9ab la 
metrique AdS perturbee ( 12.51 ) avec le facteur conforme W(z) = \n(z 2 /£ 2 ). La perturbation 
lineaire du tenseur d'Einstein, Gab = Rab — 0/^)9 abR, dans l'espace Minkowski perturbe 
est triviale (voir par exemple dans le livre de Robert Wald [TO] ) 



5G A b = d c d {B h A)C - -zd c d c h AB - \^ A d B h c c 



-\vAB(d c d D h CD - d c d c h D D ) 1 (2.6) 

ou (A, B) signifie la symetrisation sur les indices. De plus les tenseurs d'Einstein de deux 
espaces-temps conformes entre eux sont lies selon (voir par exemple dans le livre de Wald 

to 

Gab = G AB + ~[~V A WV B W + V A V B W 

~9ab(V c V c W - ^V C WV C W)] (2.7) 

ou V est la derivee covariante selon la metrique g AB de Minkowski perturbe. A partir de 
(12.61) et (12.71) on en deduit la perturbation lineaire du tenseur d'Einstein dans l'espace AdS 

SG A B = d c d {B h A ) C ~ ^d c d c h AB - ^d A d B h% 

-\vAB{d c d D h CD - d c d c h D \) 

-\[\r) CD {d A h BC + d B h AC - d c h AB )d D W 

+h AB d c d c W + i]AB^-d c h D D d c W 
-d c h CD d D W - h CD d c d D W) 

-^(h AB d c Wd c W - VAB h CD d c Wd D W)\. (2.8) 

II s'ensuit que les equations d'Einstein linearisees dans le bulk AdS 5 , SGab = —(Q/^ 2 )hAB, 
sont 

= \[d c d B h AC + d c d A h BC - U 5 h AB - d A d B h c c 
-VAB(d c d D h CD - D 5 h)\ - ^r] AB h zz 
-Y^aKb + d B h zA - d z h AB + V A B (d z h - 2d c h c z )\. (2.9) 

Comme la theorie de la relativite generale a cinq dimensions est invariante sous les cinq re- 
parametrisations locales des coordonnees d'espace-temps x A — ► x A + (£ 2 /z 2 )e (x B ), Hab 
fiAB — 9a^b — 9 B e A + 2i]a B {€ z / z), on peut fixer la jauge 

h Az = (2.10) 

qui elimine cinq composantes des quinze composantes de la perturbation h AB . Cependant 
la jauge n'est pas completement fixee [1 2j puisqu'on peut trouver cinq fonctions arbitraires 
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c ll (x u ), d(x v ) dependant des coordonnees 4D (fi, v = 0, ...,3) telles que les reparametrisa- 
tions locales suivantes des coordonnees d'espace-temps, e z = zd, e p = {l/2)z 2 d ll d + c M ne 
modifient pas la jauge Haz = mais seulement les composantes transverses de la perturba- 
tion selon 

h pu -> h^ u + z 2 d p d v d - dpCj, - d v c^ - 2r} p yd. (2.11) 
Dans la jauge (12.1 Of) on peut decomposer l'equation du mouvement (|2.9I) selon 

d pa h p ° - n A h + -d z h = o, d z (d p h^-d fl h) = o, 

d 2 z h--d z h = 0, 

z 

□ 4 V + ^ 2 V-^V = d^h^-d^h + ^dzh (2.12) 

ou les indices sont eleves avec la metrique plate 4D rj^, h = M est la trace et ^4 = <9 M <9 M . 
Les trois premieres equations de (12.121) sont non-dynamiques et leur resolution donne 
h = -(l/6)z 2 d fi D» + C et d p hP = -l/6d^d p DP + d^C + D p , ou C{x u ) et D^(x u ) sont cinq 
fonctions arbitraires des coordonnees 4D. On peut fixer completement la jauge en choisis- 
sant les reparametrisations residuelles c p , d telles qu'elles satisfont \3^d = —(1/6)8^0^ et 
d p d p c p + D4C M — 2d^d = —d p C — D^. En faisant ce choix on annule ainsi h et d p h?. Cette 
jauge completement fixee est la jauge de Randall- Sundrum (RS), transverse et sans trace : 

h Az = 0, h = 0, d p hP = 0, (2.13) 

qui reduit les composantes de la perturbation metrique aux cinq degres de libertes physiques 
du graviton 5D. Dans la jauge RS (12.131) . l'equation fj2 . 121) du mouvement du graviton dans 
le bulk AdS 5 se reduit a une equation d'onde de type Klein-Gordon sur chaque degre de 
liberte du graviton. En ce sens les gravitons decouplent et se propagent comme des champs 
scalaires libres dans le bulk AdS selon : 

+ = 0. (2.14) 

L'equation de Klein-Gordon pour un champ scalaire libre <p(x A ) dans n'importe quel sys- 
teme de coordonnees de metrique qab s'ecrit 

L --d A ^g AB d B <f> = 0. (2.15) 



On peut done reecrire cette equation de Klein-Gordon dans les coordonnees Gaussiennes 
normales (GN) initiales (12. II) du modele de Randall-Sundrum et faire de plus le changement 

2\y\ - 

de variable h pu = e <- afin d'observer revolution du champ reel de perturbation de 
metrique : ds 2 = \e~ 2 ^ y ^ l r\ pv + h pv \ dx^dx v + dy 2 . L'equation du mouvement des gravitons 
physiques h pu devient dans les coordonnees GN Z 2 -symetriques : 



c^/n + d 2 - 4 + %) 



V = 0- (2-16) 
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La fonction 5 de Dirac provient de la symetrie Z 2 et correspond aux conditions de bord 
suivantes pour le graviton sur la brane : 



0L + 7 U 



0. 



(2.17) 



On peut retrouver l'equation du mouvement du graviton ( 12.161 ) en linearisant de fagon 
independante l'equation d'Einstein dans le bulk et les conditions de jonction d'Israel sur la 
brane. Les conditions de jonction d'Israel sont l'analogue en relativite generale des condi- 
tions de saut en electromagnetisme qui indiquent la variation du champ electromagnetique 
a la traversee d'une surface contenant des charges et des courants. Les conditions d'Israel 
decoulent des equations d'Einstein, une fois prise en compte la matiere presente sur la 
brane, et elles indiquent les variations du champ de metrique a la traversee de la brane 
contenant le tenseur energie-impulsion T^ u selon : 



K, l/ (y = + )-K, l/ (y = 0- 



T - -To (4) 



fJ,U 



(2.18) 



ou g$ est la metrique induite sur la brane et K^ v est la courbure extrinseque de la brane, 
c'est-a-dire a la courbure de la brane induite par immersion dans l'espace AdS de dimension 
superieure. Dans des coordonnees GN, la courbure extrinseque est simplement donnee par 
la derivee normale a la brane de la metrique induite [10] : = \d y g$, . De plus, ici il 
n'y a pas de matiere sur la brane, de sorte que le tenseur energie-impulsion correspond 
simplement a la tension de la brane T„„ = (TgjS . En tenant compte enfin de la symetrie Z 2 , 



d y gjtu{y = ), la linearisation des conditions de jonction d'Israel selon 



g$ = e 2|y|/£ ?7 / , J/ + entraine 



d y (e- 2 l»'/V + V) 



~a (e- a "»l/V + W 



(y = o). 



(2.19) 



Cela se traduit par les conditions de bord (12.201) du graviton sur la brane, complementaires 
de l'equation du mouvement ( 12.211) dans le bulk : 



d v + -Ah 



"fin 



h 



0. 



0. 



(y = o), 



(bulk). 



(2.20) 



(2.21) 



On constate qu'on peut encapsuler la condition de bord de ( 12.201 ) dans l'equation du bulk 
( 12.211) de fagon Z 2 -symetrique et obtenir une ecriture "compacte" de l'equation du mouve- 
ment du graviton correspondant exactement a la forme (12.161) precedemment obtenue. 

Les indices tensoriels du champ de graviton n'apportant aucune information sur la pro- 
pagation, nous utiliserons desormais une notation de type champ scalaire pour le graviton : 
hfj, u {t, x, y) = $(t, x, y)e fl <8> e u . Notons enfin que les cinq degres de liberte du gravitons 5D 
peuvent se decomposer par "projection" sur la brane 4D en deux degres de liberte tensoriels 
transverses et sans trace (ondes gravitationnelles), deux degres de liberte vectoriels sans 
divergence (appeles "gravi-photon") et un degre de liberte scalaire (appele "gravi-scalaire") . 
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V(z) 



M brane 
(z = 0) 




-S(Z) -- 



Fig. 2.2 - Potentiel-volcan pour une brane Minkowski plongee dans Anti-de Sitter. 



2.1.2 Spectre des gravitons 5D 



L'equation du mouvement (12.1 6f) est separable, de telle sorte qu'on peut chercher les 
modes m 2 du graviton 5D, $(i, x, y) = ip(t, x)^(y), selon 



□ 4 #,x) 



m 2 ^(t, x) 



- d l + is - -Av) 



4>{y) 



(2.22) 



Du point de vue 4D d'un observateur confine sur la brane, ces modes 5D correspondent a 
des excitations de spin 2 massives, c'est-a-dire des gravitons massifs de type Kaluza-Klein 
(KK). 

Un moyen intuitif de cerner la physique du Modele de Randall-Sundrum est d'ana- 
lyser le probleme de mecanique quantique analogue. En se plagant dans les coordonnees 
conformes z = sgn(y)£ (e' y '^ — l) et en changeant d'echelle le champ de graviton selon 
(j>(y) = (p(y)e\ y "( 2£ > , l'equation du mouvement des gravitons (12.221) dans le bulk prend la 
forme d'une equation de type Schrodinger 



m 2 (j)(z) 



ou la brane est situee en z = et le potentiel de Schrodinger vaut 



V(z) 



15 



4(U| + 



(2.23) 



(2.24) 



La forme du potentiel (Fig. 12.21) dans lequel evoluent les gravitons nous renseigne sur 
le spectre possible des gravitons 5D : la presence de la brane creee un puit de potentiel 
infini —5(z) alors que la courbure du bulk AdS forme une barriere de potentiel decroissante 
comme l'inverse au carre de la distance a la brane. L'allure du potentiel qui en resulte est 
celle d'un "potentiel-volcan" qui autorise la presence d'un unique etat lie, le mode zero 
m 2 = du graviton 5-D, accompagne d'un continuum d'etats m 2 > fibres de se deplacer 
dans la cinquieme dimension. L'etat lie signifie que la fonction d'onde correspondante du 
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mode zero a son support localise pres de la brane, autour de z = C0. Du point de vue AD 
d'un observateur sur la brane, l'etat lie du graviton s'identifie naturellement au graviton 
sans masse standard de la theorie effective a AD alors que les autres modes s'identifient a une 
infinite continue de gravitons KK massifs. Le potentiel tend asymptotiquement vers zero 
quand z — > 0, ce qui justifie l'absence de gap d'energie entre le mode lie et le continuum KK 
dont les masses possibles sont m 2 > et qui indique que les modes massifs se comportent 
asymptotiquement comme des ondes planes dans le bulk. La presence de ce continuum 
de gravitons KK massifs est le signe de la taille infinie de la dimension supplementaire de 
structure AdS. Nous tenons ici le resultat essentiel du modele de Randall-Sundrum : malgre 
la presence d'une dimension supplementaire non-compacte et infinie, la gravite standard 
AD (donnee par le mode de masse nulle) reste localisee sur la brane et ne fuit pas dans la 
cinquieme dimension. Quant aux gravitons massifs libres et parasites, leur interaction avec 
la brane est supprimee a basse energie grace a la barriere de potentiel. Ainsi la theorie de 
la relativite generate quadridimensionnelle reste preservee en partie sur la brane, a basse 
energie. 

Concretement la fonction d'onde (Fig. 12.31) du mode zero lie du graviton est 



£ 5/2 



et les fonctions d'onde des modes libres des gravitons KK massifs sont 



(2.25) 



<f> m (z) = N m (\z\+£) 1/2 



Y 2 (m(\z\+£)) + 



7r(m£) 



;J 2 (m(\z\+£)) 



(2.26) 



Cette combinaison particuliere des fonctions de Bessel satisfait les conditions de bord de 4> 
inscrites dans la fonction 5 du potentiel (12.24ft : (d z + |U (fi(z)\ z=Q = 0. La normalisation du 
mode zero, qui est un etat discret normalisable, est imposee par (0 o |0o) = 1- On peut trou- 
ver les coefficients de normalisation N m puisque les modes continus satisfont la condition 
d'orthonormalite (4> m \(f) m >) = 8{m—m'). Le produit scalaire de Klein-Gordon correspondant 
est donne par (</> m |</w) = 2 J °° ^§(j)^ n (z)(j) m i(z). On remarquera que la fonction d'onde du 
mode lie correspond egalement a la limite m — > de la fonction d'onde des modes massifs. 

La courbure du bulk AdS realise en fait une sorte de "compactification effective" 
puisque, malgre une dimension supplementaire infinie, le volume effect if supplementaire 
est fini : 



R, 



eff 



-gdy 



(2.27) 



2.1.3 Modifications de la loi de gravitation de Newton 

Meme si la gravite se comporte de fagon quadridimensionnelle du point de vue d'un 
observateur sur la brane a basse energie, elle n'est pas purement locale (i.e confinee en 
y = z = 0) mais localisee pres de la brane avec une extension typique £ dans la cinquieme 
dimension. La presence de modes massifs de gravitons KK doit provoquer des corrections 



Dans un langage plus mathematique, l'etat lie est un etat discret normalisable. 
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Fig. 2.3 
l=\. 



Fonction d'onde du mode zero du graviton : etat lie a la brane. Sur la figure 



pentadimensionnelles a la gravite standard a haute energie (ou aux petites distances). II 
est d'un interet cosmologique d'estimer ces corrections pour savoir si leur magnitude est 
suffisamment importante pour etre accessible aux observations et aux experiences. Ces cor- 
rections de plus haute dimension constituent la signature des dimensions supplementaires. 
Dans ce paragraphe on evalue les corrections pentadimensionnelles au potentiel Newtonien 
cree par une source gravitationnelle spherique purement localisee sur la brane. Le calcul 
relativiste a ete effectue par Garriga et Tanaka [13] en 2000. 

On choisit temporairement la jauge dite Gaussienne normale (GN) au lieu de la jauge 
RS afin de faciliter le calcul des conditions de jonction d'Israel sur la brane en presence 
d'une source de matiere. Dans la jauge GN, par definition, la brane reste fixee en y = 
dans les coordonnees GN (12.ip malgre les perturbations de la geometrie, c'est-a-dire 



h 



Ay 



0. 



pour tout A, 



(2.28) 



ou le "tilde" est utilise pour distinguer les variables dans la jauge GN des variables dans la 
jauge RS (qui seront denotees par une "barre" pour les perturbations de metrique et sans 
rien pour les coordonnees de fond). 

A l'ordre lineaire dans les perturbations et dans la jauge GN, les equations de jonction 
d'Israel (|2.19l) Z 2 -symetriques deviennent, en presence de matiere sur la brane, 



On 



h 



T, 



fJ,V 



3 /M 3 



fJIV 



ou T„ v est le tenseur energie-impulsion de la source de matiere isolee sur la brane et T est 



sa trace. Comme la tension de la brane est ajustee selon a 
ces conditions de bord se reduisent dans la jauge GN a 



3Mf/(4 



Til 



et k a 



57T 



/Mi 



5 ) 



d v + -„ )h 



— K 



(y = o + ). 



(2.30) 



Dans la jauge RS on a aussi la condition h,A y 
la plus generale qui conserve cette condition 



0. La reparametrisation x 1 



x A 
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V = V-W-^V + ^i), (2-31) 

ou les £ A ne dependent que des quatre coordonnees transverves, permet de passer de la 
jauge GN (h^ u ) a la jauge RS (h^). Dans la jauge RS la brane est legerement deplacee en 
y = —i y (x p ) et les conditions de jonction sur la brane deviennent 

*V = (r^-^e-^ri^Tj+^d^, (2.32) 

ou la source inclue le leger deplacement de la brane. L'ecriture compacte de l'equation 
du mouvement dans le bulk et des conditions de bord de fagon Z 2 symetrique devient done 
dans la jauge RS 



e %|/ U + d 2 _ 4 + A + ^ 



V = -2/« 2 E^(y + e), (2.33) 



dont la solution formelle s'ecrit 



= -2k 2 I d 4 x'G R {x,x')Z^(x') (2.34) 

ou Gr(x,x') est la fonction de Green retardee de l'equation du mouvement du graviton. 
La jauge RS impose h p = et done (12.341) impose = 0, qui a son tour a travers (12.321) 
implique que le deplacement de la brane satisfasse 

□4^ = ^T. (2.35) 
o 

La presence d'une source de matiere isolee sur la brane aura done tendance a creer un 
deplacement local de la brane ("brane bending" en anglais) dans le bulk , y brane = —£, y {x p ), 
au niveau de la position de la source (Fig. 12.4ft . Signalons que la condition d^h p = de la 
jauge RS est par consequence aussi verifiee d'apres l'expression de £ Mi/ (12.321) . 

La fonction de Green est separable Gr(x,x') = J2m9m(x p ,x" 1 )u m (y)u : ^ n (y') avec 

(p 2 + m 2 ) g m (p) = 1 (espace de Fourier 4D) 
d 2 -^- + m 2 e 2 ^\u m {y) = (bulk), 



2 \ 

d y + - J u m {y) = (condition de bord), (2.36) 

ou g m (p) est la transformee de Fourier de la fonction de Green massive dans Minkowski 4D 
et p 2 = —ijj 2 + p 2 . Les solutions dans le bulk ont deja ete calculees en (|2.26l) 



Um (y) = J Jl{mi) 7+ 2 Ylim£) 2 ( J ^ Y * ~ Y ^ J * ■ ( 2 - 37 ) 
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Fig. 2.4 - "Brane bending" : dans la jauge RS, une source de matiere spherique sur la 
brane engendre un champ gravitationnel dans le bulk tout en creant un recul de la brane 
(schema tire de [13]). 



La fonction de Green retardee est done donnee par 

G R (x,x') = - [ S^jP^-*" 1 ) 



(27T) 



(y)u m {y')dm 
p 2 — {uj + it) 2 J m 2 + p 2 — (uj + ie) 2 



(2.38) 



Le premier terme provient du mode zero du graviton alors que le second terme provient de 
la contribution des modes KK massifs continus. 

On considere une source stationnaire et on definit la fonction de Green stationnaire 
G(x,y,x',y') = f*™ dt'Gn(x,x'), ou les coordonnees en gras couvrent les trois dimensions 
spatiales transverses sur la brane. Si les deux points sont sur la brane (y = y' = 0, r = 
|x — x'|) alors, en considerant les asymptotes des fonctions de Bessel, on trouve que la 
fonction de Green se comporte comme 



G(x,0,x',0) 



4n£r 



t.2 



1+ 2^ + 



(2.39) 



Le premier terme issu du mode zero correspond a la fonction de Green de l'equation de 
Poisson tridimensionnelle V 2 / = 6(r) et le second terme est correctif et provient des modes 
massifs du bulk. 

On peut decomposer les perturbations de metrique selon h^ u = hffl + d^dji^, ou on 
a volontairement separe la partie matiere de la partie deplacement dans la source : 
h$ = -2k 2 J rf 3 x'G(x, x') (T^ - (1/3)^T) (x') et h® = -4 / c/ 3 x'G(x, x')e(x'). Comme 
il est plus pratique d'utiliser la jauge GN pour evaluer les perturbation de metrique sur la 
brane fixee en y = 0, nous nous replagons dans la jauge GN. De (12.311) . on voit qu'on peut 
choisir ^ tel que la perturbation metrique sur la brane en y = soit : h^ u = hffi + jV^i v - 

Ainsi, pour une source de matiere statique a symetrie spherique sur la brane 



= p(r)Ufj,u v , 



(2.40) 
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ou la quadrivitesse est = (1, 0, 0, 0) et u^ L = —1, on peut resoudre exactement les equa- 
tions. En statique, l'equation de deplacement (12.351) s'ecrit V 2 ^ = (/t 2 /6)T, elle s'integre 
aisement de sorte qu'on trouve 

- h io = 4 r& r dr n r „2 V{r „^ 

3 Jo r' z J 

V(r) = y/ d 3 x'G(x,x')p(x'). (2.41) 

On deduit aussi facilement que h 00 = -(8/3)V(r) et h rr = -[8/(3r 3 )] f Q dr'r ,2 V(r'). A 
l'exterieur de la source on peut supposer que G(x, x') ps G(x) = G{r) puis, en definissant 
la masse de la source M = f d 3 xp, on trouve a partir de l'expression (12.391) de la fonction 
de Green que 

—k 2 m ( e \ , N 

V(r) « -5ZZT U + (2-42) 



^7r£r \ 2r 2 / 
et done que le deplacement de la brane due a la matiere vaut 

^ ~ • 2.43 

Finalement le potentiel gravitationnel Newtonien cree par la source sur la brane est obtenu 
dans la limite de champ faible par la perturbation metrique sur la brane h 00 /2 en jauge 
GN : 

~h 0Q GM ( 2£ 2 \ . . 

ou G = G 5 /£ = M$/£ est la constante de gravitation quadridimensionnelle. On constate 
qu'aux grandes distances r ^> £ le potentiel gravitationnel cree par la source de matiere 
correspond au potentiel Newtonien standard quadridimensionnel. La signature d'une di- 
mension supplementaire se manisfeste done a tres courte distance r < £, indiquant que 
l'effondrement gravitationnel est a cette echelle tres different de celui du trou noir de 
Schwarzchild a quatre dimension. Les corrections a la gravite quadridimensionnelle sont 
tres faible a basse energie comme e'etait prevu a cause de la suppression des modes KK 
massifs par la barriere de potentiel (voir paragraphe 12 . 1 . 2H . Les plus recents tests de la loi 
de Newton ont mesure un comportement standard quadridimensionnel en 1/r 2 de la force 
de gravitation jusqu'a des distances de 0.1 millimetres [15| . Les experimentateurs ne sont 
pas encore en mesure de pouvoir tester la force de gravitation a des distances plus courtes 
que le dixieme de millimetre pour eventuellemnt detecter un comportement de plus haute 
dimension de la gravitation dans l'ultra-violet. Cette borne experimentale indique qu'on ne 
peut exclure, pour une dimension supplementaire ayant une structure anti-de Sitter, une 
taille aussi grande qu'un dixieme de millimetre : £ < 0.1 mm. 

Si les deux points de la fonction de Green (12.381) sont choisis sur la brane et comme le 
mode zero est dominant a basse energie on peut tronquer la fonction de Green au mode 
zero et obtenir que Gr(x^, y — 0, y' — 0) ~ 5^ (x^ — x'^) / (£ IZI4). On en deduit que la 
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perturbation metrique sur la brane h^ v = h^y + jV^^ es t similaire a la solution standard 
de la theorie d'Einstein 4D linearisee : 

V « — o7 ~ 2^ T J • (2 - 45) 
2.2 Cosmologie branaire dans le modele RS 

Le Modele de Randall-Sundrum reproduit done la theorie de la relativite generate a 
quatre dimensions sur la brane a basse energie grace a la courbure du bulk AdS 5 qui en- 
traine l'exitence conjointe d'un etat lie du graviton et d'une barriere de potentiel s'opposant 
a l'interaction des gravitons massifs du bulk avec la brane. Des modifications a la loi de gra- 
vitation de Newton, dues a la presence d'une cinquieme dimension infinie et non-compacte, 
se manifestent a courte distance sur la brane r < £, ou £ est le rayon de courbure du bulk 
anti-de Sitter. Si le cas d'une brane Minkowskienne (plate et sans contenu de matiere) per- 
met d'apprehender les consequences gravitationnelles dans le scenario branaire RS, ce cas 
n'est pas realiste du point de vue de la cosmologie. L'Univers primordial a subi en realite 
divers types d'expansion cosmologique au cours de son histoire thermique et contenu divers 
types de matiere : une fraction de secondes apres le Big-Bang l'Univers connait d'abord 
une phase d'Inflation, ou son expansion est exponentielle, puis son expansion decelere du- 
rant l'ere dominee par la radiation et continue de decelerer durant l'ere ulterieure dominee 
par la matiere. II est done necessaire d'etudier le cas plus realiste d'une brane homogene 
et isotrope de geometrie Friedmann- Robertson- Walker (FRW), ayant un tenseur energie- 
impulsion non nul dependant du temps et une histoire d'expansion cosmologique arbitraire, 
plongee dans le bulk AdS 5 du modele de Randall-Sundrum. C'est l'objet de cette section, 
ou Ton commence par generaliser le modele RS au cas d'une brane de geometrie purement 
de Sitter pour ensuite enoncer les solutions cosmologiques homogenes et isotropes dans le 
modele RS. 

2.2.1 Brane de Sitter 

Le cas particulier d'une brane de geometrie de Sitter (dS 4 ") peut aider a modeliser un 
univers branaire dans sa phase inflationnaire en premiere approximation puisque lors de 
l'lnflation l'univers subit une expansion quasi-de Sitter. Les calculs perturbatifs effectues 
dans la section ( 12.11 ) dans le cas d'une brane Minkowskienne peuvent etre generalises au 
cas d'une brane dS (voir la reference [T6| pour le detail des calculs ainsi que les references 
[3ZZ1CEEICEH] pour des discussions similaires). 

Un espace-temps de Sitter subit une expansion exponentielle uniforme caracterisee par 
le facteur d'echelle a(t) = e Ht parce qu'il ne contient pas de matiere mais seulement une 
constante cosmologique positive A 4 = H 2 > 0, ou H est le facteur de Hubble, constant 
dans ce cas. Un Univers a (3 + 1) dimensions en expansion de Sitter peut etre contenu dans 
une portion de l'espace AdS 5 , decrite dans les coordonnees statiques de Poincare 
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Fig. 2.5 - Diagramme de Carter-Penrose pour une cosmologie de Sitter (dS) plongee dans 

AdS\ 

au moyen du plongement explicite (— oo < r < +oo, — oo < x < +oo) : 

t = -^e- HT cosh(H X ) 
H 

z = -^e- HT smh{H X )- (2.47) 
H 

De cette transformation de coordonnees on obtient la metrique AdS 5 ecrite sous la forme 

ds 2 = . Xtl rA -dr 2 + e^d4 + d X 2 ] (2.48) 
smh (#|x|) 

qui decrit une brane de geometrie dS 4 fixee en x — Xb = sinh -1 (Hi) dans l'espace 

AdS^. On a rajoute une valeur absolue sur la dimension supplementaire x pour mettre 
en evidence la symetrie Z 2 propre au modele de Randall-Sundrum. L'expansion uniforme 
quadridimensionnelle de l'Univers dS 4 est equivalente du point de vue a cinq dimensions 
au mouvement de la brane dans le bulk statique AdS 5 selon la trajectoire rectiligne 

t b (r) = -j- e - HT VTTlPP 

Zb ( T ) = £ e - Hr . (2.49) 

Les geodesiques ne sont pas des lignes droites dans l'espace courbe AdS, de telle sorte que 
l'expansion uniforme (H = constante) equivaut en fait a une trajectoire uniformement 
acceleree de la brane dS 4 dans le bulk. Notons que l'infini futur r — > +oo de l'espace dS 4 
correspond a un temps fini (t = 0) dans le bulk AdS 5 (Fig. 12.51) . 

Au lieu d'etudier revolution des perturbations de maniere covariante comme dans la 
section [2TTL on se focalise sur les perturbations purement tensorielles, c'est-a-dire les ondes 
gravitationnelles au sens quadridimensionnel (deux degres de liberte). Elles correspondent 
aux fluctuations transverses et sans trace de la metrique (dM = h\ = ou les indices sont 
eleves avec la metrique plate Euclidienne tridimensionnelle 5y) : 

ds 2 = s . nh f ( ^ [-dr" + e 2 ^ (^ + h l3 ) dx§ + d X 2 } ■ (2.50) 



2.2. COSMOLOGIE BRANAIRE DANS LE MODELE RS 



41 



Par definition les perturbations tensorielles sont invariantes de jauge puisqu'elles ne sont 
pas affectees par une reparametrisation des coordonnees. Elles ne couplent pas non plus a 
la matiere ni aux perturbations de matierdl, en ce sens elles evoluent librement dans le bulk 
AdS et peuvent etre decrite par un champ scalaire canonique \&(t, x) minimalement couple 
a la gravite apres transformation de Fourier dans les trois directions spatiales transverses 
selon hij(r, x, x) — J c? 3 xe ip ' x \l/(r, x) e i ® e j, ou le tenseur ® ej est transverse et sans 
trace. On peut verifier que la linearisation des equations d'Einstein realisee a la section I2TT1 
conduit pour les perturbations tensorielles a une equation de Klein-Gordon selon laquelle 
evolue le champ scalaire Dans les coordonnees (12.481) pour le fond AdS, l'equation de 
Klein-Gordon s'ecrit 



* = 0, (2.51) 



ou a(r) = e Hr est le facteur d'echelle traduisant l'expansion de Sitter de l'Univers. Cette 
equation du mouvement est separable si H = constante. On peut done rechercher les modes 
de spin 2 massifs m du graviton tels que *& m (x, t) = u m (r)ip m (x) et 



- ( d 2 T + 3Hd T + -^-r) u m {r) = m 2 u m (r). (2.52) 



L'equation f!2.52fl est celle d'un champ scalaire massif dans l'espace c/S* 4 . En utilisant le 
temps conforme r\ = —(l/H)e~ HT , on peut remarquer cette equation est de type Bessel 
pour le champ v m {r]) = a(rj)u m {r]) . Les modes de frequence positive/ negative sont done 
donnes par 



it t 



(r) = ^ e -§^W/C0(r), v = V9/4 - m^H\ (2.53) 



ou Hi 1 ^^ sont les fonctions de Hankel. Le mode est dit de frequence positive/negative 
parce qu'il se comporte asymptotiquement dans le passe (r, r] — > — do) comme une onde 
plane de frequence positive/negative, comme dans l'espace plat : w+ m = — (1/ H)e~ HT ) ~ 
rje ±iri . Cette asymptote correspond de plus aux modes aux echelles subhorizon, pi] = 
pj (aH) ^> 1, e'est-a-dire dont la longueur d'onde est plus petite que le rayon de Hubble (ou 
l'horizon des evenements) de l'espace dS A . Ce n'est pas etonnant puisque qu'a petite echelle 
la courbure de l'espace de Sitter ne se fait plus sentir et ce dernier correspond quasiment a 
l'espace plat de Minkowski. 

Le profil des modes du graviton dans la dimension supplementaire est donne par la 
forme des fonctions d'onde ip m (x)- H est pratique de reformuler le probleme sous la forme 
d'un probleme de mecanique quantique comme cela a ete fait pour le cas de la brane 
Minkowskienne a la section [2.1.21 Le champ defini par <fi m (x) = ^^^(gjgj) ^ m (x) sa tisfait 
l'equation de type Schrodinger suivante dans le bulk AdS 5 : 

[~d 2 x + V( X )] <f> m (x) = rn 2 <p m (x), (2.54) 



2 Si on neglige les perturbations tensorielles anisotropes de matiere. 
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Fig. 2.6 - Potentiel-volcan pour une brane de Sitter plongee dans Anti-de Sitter. On a 
translate z = x — Xb- 

ou la brane est situee en x — Xb — 0-/H) smh~ (Hi) et le potentiel de Schrodinger vaut 



= w^> + i ff < — '<*-»>■ (2 - 55) 

La fonction 5 encode les conditions de bord suivantes sur la brane : 

' W <Ux)lx=x> = 0. (2.56) 



d + - 
x 2t<mh{H X b) 



Ce potentiel-volcan pour la brane de Sitter (Fig. 12.61 ) peut etre compare au potentiel-volcan 
du modele RS initial avec la brane Minkowskienne (section f2 . 1 . 21) . On remarque cette fois 
la presence d'un gap d'energie 9i? 2 /4, le potentiel tendant asymptotiquement, loin de la 
brane (x — * oo), vers cette valeur. Bien-sur, dans la limite A 4 = H 2 = 0, on retrouve les 
resultats du modele RS initial avec une brane Minkowskienne. La forme du potentiel (12.551) 
indique que le spectre des gravitons dans le modele RS avec une brane de Sitter inclue un 

unique etat lie, le mode zero (f>o(x) — Ij^T^gjgj) 1 ^i scre ^ e ^ normalisable, dont la fonction 
d'onde a son support localise pres de la brane. Le spectre inclue egalement un continuum 
d'etats libres qui demarre a m > 3H/2 a cause du gap. Le mode zero s'identifie au graviton 
standard sans masse de la gravite linearisee a 4d et les modes m > 3H/2 s'identifient a des 
gravitons massifs de KK du point de vue quadridimensionnel. Ce modele branaire, avec 
une brane de Sitter plongee dans le bulk AdS$, est aussi viable que le modele RS initial 
du point de vue cosmologique puisque la localisation de l'etat lie permet de reproduire la 
gravite standard a 4c? sur la brane tout en realisant une expansion de Sitter de l'Univers. 
L'interaction des gravitons massifs avec la brane est d'autant plus supprimee a basse energie 
a cause du gap m > 3H/2. 

2.2.2 Brane cosmologique 

L'exploration de signatures cosmologiques de la presence de dimensions supplementaires 
dans le modele de Randall-Sundrum doit tenir compte d'un scenario cosmologique plus 
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realiste ou l'Univers Ad, homogene et isotrope, subit une expansion cosmologique arbitraire 
de type Friedmann-Robertson- Walker (FRW) 

ds 2 A) = -dr 2 + a 2 (T)5 ij dx i dx j (2.57) 

et dont revolution du facteur d'echelle a(r) = eJ H ^ dT , ou H{j) est le facteur de Hubble 
dependant du temps sur la brane, est dictee par le type de matiere (le tenseur d'energie- 
impulsion) present dans l'Univers. On supposera que l'Univers est plat dans les trois di- 
rections spatiales, comme semblent le confirmer les observations cosmologiques actuelles, 
telles que les cartes d'anisotropies du Fond Diffus Cosmologique (CMB en Anglais pour 
Cosmic Microwave Background). Done la metrique tridimensionnelle est Euclidienne : 5^ 
= 1, ...,3). Binetruy, Deffayet, Ellwanger et Langlois ont calcule en 2000 les solutions 
cosmologiques branaires homogenes et isotropes plongees dans l'espace AdS 5 et montre 
que le facteur d'echelle a(r) ne suit pas exactement revolution cosmologique convention- 
nelle^l [20]. Un calcul similaire, mais de fagon covariante, a ete effectue la meme annee par 
Shiromizu, Maeda et Sasaki [21]. 

Un univers a (3 + 1) dimensions du type Friedmann-Robertson- Walker, spatialement 
plat, homogene et isotrope, avec une expansion cosmologique arbitraire, caracterisee par 
le facteur d'echelle a(r), ou r est le temps propre, peut etre plonge dans une portion de 
l'espace AdS 5 de rayon de courbure £, decrit en fonction des coordonnees de Poincare 
statiques par 

ds 2 = f '^ + dfs + dz 2 ^ (2 _ 5g) 



z 2 



au moyen de la trajectoire suivante pour la brane 



dr 



z b (r) = e -f H ^, t b (r) = / ^\U 2 z b 2 {r) + z 2 (r). (2.59) 



H(t) est le facteur de Hubble sur la brane. On peut construire explicitement des coordon- 
nees Gaussiennes normales (GN) en calculant les courbes geodesiques dans le plan (z,t), 
normales a la trajectoire de la brane de temps propre r et qui s'etendent a la distance 
propre £ de la brane. On obtient ainsi la transformation de coordonnees suivantes entre les 
coordonnees GN et les coordonnees de Poincare : 

p -Jdr H(r) 



cosh(£/£) - Vl+WlP sinh(£/£) 

t(( , T) = — 

J I L J cosh(£/£) -y/l + £ 2 H 2 {t) sinh(£/£) V ; 

On deduit de cette transformation la metrique GN a cinq dimensions de AdS 5 : 

\ 2 

92 R 



ds 2 = - | Vl + £ 2 H 2 smh(t/£) - cosh(£/l) + ^ sinh(^) ) dr 2 



3 On entend par "conventionnelle" revolution du facteur d'echelle dans le modele standard de la cosmo- 
logie AD pour un univers FRW. 
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+ (VI + £ 2 H 2 sinh(£/£) - cosh(e/£)) 2 e 2/H(r)dr rfx2 

+de. (2.61) 



Dans ces coordonnees la brane FRW est stationnaire par rapport au bulk, situee en £ = 0, 
et £ mesure la distance propre a la brane. II reste a connaitre revolution du facteur d'echelle 
a(r) (ou du facteur de Hubble H{r)) en fonction de revolution de la matiere sur la brane. 

II s'agit done de retrouver la solution metrique qab (A, B = 0, ...4) des equations d'Ein- 
stein a cinq dimensions suivantes : 

Gab = Rab ~^9abR = -A 5 g AB + k 2 S(£)T ab , (2.62) 

ou A 5 est la constante cosmologique de l'espace-temps total a cinq dimensions (le bulk), k 2 = 
87r/Mf si M 5 est la masse de Planck a 5D. Dans le cadre du modele de Randall-Sundrum 
on recherche une solution de fond anti-de Sitter AdS 5 , done de constante cosmologique 
negative A 5 = —6/£ 2 < 0, ou £ denote le rayon de courbure du bulk. Tab est le tenseur 
energie-impulsion dependant du temps, confine sur la brane a (3 + 1) dimensions en £ = 
si x 4 = £ denote la cinquieme coordonnee d'espace-temps (ou dimension supplementaire) : 

Tab = diag(-p,P,P,P,0). (2.63) 

Tout au long de ce memoire on notera p et P respectivement la densite d'energie (ou de 
masse) et la pression de la matiere effective sur la brane. Ces composantes sont reliees a la 
matiere reelle sur la brane, constitute d'un fluide parfait sur la brane ayant pour equation 
d'etat Pm = wpM, ou Pm et pu sont repectivement la pression et la densite d'energie du 
fluide, selon 

p = p M + a, P = P M - a, (2.64) 

si a est la tension critique de la brane, ajustee dans le modele de Randall-Sundrum de telle 
sorte que la constante cosmologique effective sur la brane plongee dans le bulk AdS (de 
constante cosmologique negative A 5 ) soit zero en l'absence de matiere sur la brane. Son 
expression a ete donnee en (12.31) . II est commode d'utiliser des coordonnees gaussiennes 
normales pour resoudre f)2.62p et de considerer l'Ansatz homogene et isotrope suivant pour 
la metrique : 

ds 2 = g AB dx A dx B = d£ 2 - N 2 (£, r)dr 2 + A 2 (£, r)c/x 2 . (2.65) 

Dans ces coordonnees la brane reste fixee en £ = et la coordonnee supplementaire £ 
mesure la distance propre a la brane. On peut toujours reparametriser le temps propre sur 
la brane r pour que N(t, £ = 0) = 1 sur la brane. En notant de plus a(r) = A(t, £ = 0), 
on voit que la metrique induite sur la brane en £ = est celle d'un Univers FRW a (3 + 1) 
dimensions en expansion avec le facteur d'echelle a(r) (voir metrique (12.571) ). En inserant 
l'Anstaz (12.651) dans les equations d'Einstein (12.621) et dans les conditions de raccordement 
d'Israel sur la brane (p, v = 0, 3) 



^(£ = o + ) 



— K 2 



T - -Ta {4) 



(2.66) 
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ou g$ est la metrique FRW induite sur la brane et K^ v = (1/2)8^$ est la courbure 



extrinseque de la brane, on obtient que 



A(r,0 



air) 



cosh(£/£) 



1 



P(r) 



a 



sinh(£/£) 



(2.67) 



Tout au long de ce memoire, un point designe une derivee temporelle et un prime une 
derivee selon la dimension supplemental. De l'egalite T 04 = 0, on obtient de plus que 
N(t,£) = A(r,^)/a(r), de telle sorte que la solution metrique AdS 5 contenant une brane 
FRW A est finalement 



ds 2 



cosh(£/£) 



1 + 



+ 



cosh(£/£) 



P_ir) 
cr 

P_ij) 
a 



sinh(£/£) 



sinh(£/£) 



a(r) cr 



sinh(^/£) 



dr 2 



a 2 (r)c?x 



+de. 



(2.68) 



L'equation de conservation du tenseur-energie impulsion V aT ab = (de fagon equivalente 
l'equation de Bianchi sur le tenseur d'Einstein V aG ab = 0), ou Va est la derivee covariante 
associee a la metrique (V aQ AB = 0), entraine de plus l'equation de conservation 



P 



-3H(P + p). 



(2.69) 



Cette equation a la meme forme que l'equation de conservation standard a quatre dimen- 
sions, ou le facteur de Hubble sur la brane, caracterisant l'expansion cosmologique de la 
brane, est defini par H{r) = d(r)/a(r). Cependant, on peut trouver une integrale premiere 
des equations d'Einstein, conduisant a l'equation de Friedmann modifiee suivante sur la 
brane : 



H 2 



A, 



+ 



C 



G 36 P + a 4 



(2.70) 



qui implique une evolution cosmologique non-standard du facteur d'echelle. C est une 
constante d'integration qui, si elle est non-nulle, decrit le parametre de masse d'un espace 
Schwarzchild-anti-de Sitter SAdS 5 . Comme on se place dans le cadre du modele de Randall- 
Sundrum, avec un bulk AdS pur, on fixera C = dans la suite. Reexprimons l'equation de 
Friedmann (12.70P et l'equation de conservation (12.691) en fonction de la densite d'energie 
du fluide parfait sur la brane : 



H 2 
P 



K 

3? 



Pm 



K 2 i 
1 + ^PM 



-3H(l + w)p 



M- 



(2.71) 



On constate que l'equation de Friedmann standard a quatre dimensions (H 2 = k\pm/3) est 
effectivement retrouvee a basse energie (pm «C cr) sur la brane, 1 1. Par contre des 

modifications a la cosmologie standard interviennent a haute energie de fagon quadratique 
en la densite d'energie sur la brane. C'est done dans l'Univers primordial (temps court ou 
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haute energie) que se manifeste la signature de dimensions supplementaires eventuelles. 
On peut obtenir revolution cosmologique du facteur d'echelle sur la brane en resolvant les 
equations (12.711 ) selon : 



a(r) cc [t{t + t a )\ , avec t a = (2.72) 

et pm = a~ 3( > 1+w \ ou on rappelle que w = Pm/pm- A grand temps t ^> t a , ou basse 
energie, on retrouve revolution cosmologique standard d'un univers FRW 4D contenant un 
tenseur-energie impulsion de type fluide parfait : a(r) oc £ 2 /3(i+w) p ar contre dans l'Univers 
primordial, a temps court t -C t a , ou haute energie, revolution du facteur d'echelle n'est 
plus conventionnelle : a(r) oc t 1 ' 3 ^ 1+w \ Notons que cette solution n'a pas de sens dans 
le cas w — — 1 mais en fait, dans ce cas, la solution de l'equation de conservation est 
de toute fagon p = constante, et done l'equation de Friedmann modifiee entraine que la 
brane est de geometrie de Sitter pur, sauf que le facteur de Hubble constant (ou constante 
cosmologique) differe de la constante de Hubble d'un univers de Sitter dans le cas standard 
a quatre dimensions. 

Terminons en reecrivant la metrique (12.681 ) de Binetruy, Deffayet, Ellwanger et Langlois 
en fonction du facteur de Hubble H (r) seulement car e'est cette forme que nous utiliserons 
par la suite, notamment au chapitre[4]ou nous expose nos resultats. Au moyen de la relation 
(I2.70p . avec C = 0, on obtient que la metrique (12.681) se reecrit : 

2 H 



r/.s 2 = | VT+ l 2 H* sinh(e/l) - cosily/I) + == sinh(e/^) [ dr 2 



+ (yi + £ 2 H 2 sinh(e/£) - cosh(e/£)) e 2 t H{r)dT d*l 

+de, (2.73) 

telle que nous l'avons deja calculee en fj2 . 61 [) . 

Peut-on calculer revolution des perturbations cosmologiques autour de cette metrique 
de fond decrivant un univers FRW homogene et isotrope (dans les trois directions spatiales 
transverses) , en expansion arbitraire, contenant un tenseur energie-impulsion dependant du 
temps et plonge dans l'espace AdS 5 , tel qu'on l'a fait pour des branes "vides", Minkowski 
et de Sitter? C'est le but principal de ce travail de recherche, expose aux chapitres [3] et [4] : 
essayer de resoudre revolution des perturbations cosmologiques dans un Univers branaire 
en expansion quelconque. 



Chapitre 3 



La theorie des perturbations 
cosmologiques dans les Univers 
branaires 

La metrique FRW a quatre dimensions (12. 57ft decrit l'Univers observable a (3 + 1) di- 
mensions a condition que celui-ci soit effectivement homogene et isotrope dans les trois 
dimensions spatiales. En realite notre Univers n'apparait homogene et isotrope qu'a grande 
echelle, tel que le confirme les releves astronomiques, mais comporte des inhomogeneites 
et des anisotropics a plus petite echelle, telles que les amas de galaxies ou les galaxies 
elles-meme. Depuis les annees 80 [22] on pense que la formation des grandes structures 
de l'Univers (amas de galaxies,...) resulte de l'attraction gravitationnelle de fluctuations de 
densite initiales a petite echelle, inhomogenes et anisotropes. En ce sens la comprehension de 
la formation des structures astrophysiques de l'Univers demande d'etudier un espace-temps 
legerement different de l'espace FRW, c'est-a-dire legerement inhomogene et anisotrope, en 
perturbant tout simplement la metrique de fond FRW decrivant l'espace-temps ainsi que le 
tenseur energie-impulsion decrivant la matiere. La theorie des perturbations cosmologiques 
lineaire standard a quatre dimensions, dans le cadre relativiste, est bien connue depuis 
les travaux pionniers de Lifshitz et Khalatnikov en 1963 [23] et le formalisme invariant de 
jauge developpe par Bardeen en 1980 [24]. II s'agit de linearise^ les equations d'Einstein 
et de calculer revolution des perturbations de metrique et de matiere. De la meme ma- 
niere que les equations d'Einstein relient inextricablement la geometrie de l'espace-temps 
(metrique) au contenu materiel de ce meme espace-temps (tenseur energie-impulsion), les 
equations linearisees d'Einstein relient les perturbations de metrique (qui incluent les ondes 
gravitationnelles) aux fluctuations de densite de matiere. Ces deux types de degres de li- 
berie se propagent dans l'espace-temps de fond non-perturbe. Puisque l'espace-temps de 
fond non-perturbe est homogene et isotrope, on peut effectuer une transformation de Fou- 
rier des variables de perturbations dans les trois directions spatiales, de telle sorte que 
les equations devolution des perturbations, issues des equations d'Einstein linearisees, se 
reduisent simplement a des equations aux derivees ordinaires (EDO), lineaires et d'ordre 
deux en temps. Ainsi il est facile de les resoudre completement et trouver le comportement 



C'est-a-dire tronquer les perturbations de metrique et de matiere au premier ordre. 
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des perturbations a differentes echelles. Notons de plus qu'on est capable d'exprimer les 
anisotropics de temperature et de polarisation du Fond Diffus Cosmologique (CMB) en 
fonction des perturbations inhomogenes et anisotropes de metrique et de matiere a travers 
la formule de Sachs- Wolfe par exemple [25]. Le rayonnement du Fond Diffus Cosmologique 
est de type corps noir a 2.7 K mais presente un spectre d'anisotropies de temperature et 
de polarisation de l'ordre de 3 x 1CT 5 K. Ce rayonnement provient de la surface de derniere 
diffusion, au moment du decouplage des photons avec la matiere (redshift z ~ 1100), et 
represente done l'image la plus ancienne qu'on ait de l'Univers. L'extreme precision des 
cartes du CMB provenant de WMAP (et Planck dans un futur proche) nous pousse done 
a etudier la theorie des perturbations cosmologiques dans des modeles non-standard, tels 
que les modeles branaires, afin de comparer les resultats theoriques aux observations du 
CMB, et de pouvoir valider, contraindre ou invalider ces modeles. La theorie des perturba- 
tions cosmologiques demeure un outil indispensable quand on veut comparer les resultats 
theoriques aux observations cosmologiques. 

En cosmologie branaire, la theorie des perturbations cosmologiques est bien plus com- 
pliquee, et le calcul de revolution des perturbations cosmologiques dans un univers branaire 
n'a pas encore completement abouti. Cela est du a la presence de la brane dans l'espace- 
temps AdS 5 qui, en tant que defaut topologique brise 1 'homogeneite et l'isotropie spatiale a 
cinq dimensions. En ce sens les equations devolution des variables de perturbation issues de 
la linearisation des equations d'Einstein ne sont plus des EDO en temps mais des equations 
aux derivees partielles (EDP) d'ordre deux en temps et en la dimension supplemental. En 
fait, dans le cas de branes vides de matiere et a symetrie maximale, telles que des branes 
Minkowski ou de Sitter, on a vu aux sections 12.1.21 et 12.2.11 que les EDP pour les pertur- 
bations pouvaient etre completement integrees parce qu'elles etaient separables et qu'on 
pouvait calculer le spectre des gravitons (e'est-a-dire les perturbations de metrique) ana- 
lytiquement. Mais hormis dans ces cas de haute symetrie, le mouvement de la brane FRW 
dans le bulk AdS est arbitraire et complique. Par consequent, la forme des composantes de 
la metrique de fond, donnee en (12.681) ou fl2.T3j) . est compliquee et non-separable. II s'ensuit 
que les EDP pour les perturbations ne sont plus separables et done difficile a resoudre au 
moins analytiquement. Notons que, outre cette difficulte d'ordre technique, la theorie des 
perturbations lineaires en cosmologie branaire fait egalement face a une difficulte d'ordre 
plus fondamental : le probleme des conditions initiales. Pour resoudre completement le pro- 
bleme des perturbations cosmologique branaires il faut specifier des conditions initiales sur 
un nombre infini de degres de liberte. Afin de tester les predictions des scenarios branaires 
et en amont les theories de cordes a l'aide des observations cosmologiques, il est indispen- 
sable de calculer au moins en partie revolution des perturbations cosmologiques dans les 
univers branaires. C'est un defi encore non resolu pour la cosmologie branaire, et un enjeu 
majeur pour la cosmologie theorique moderne. 

3.1 Theorie des perturbations invariantes de jauge en 
cosmologie branaire 

De nombreux formalismes existent concernant la theorie des perturbations cosmolo- 
giques en cosmologie branaire (on pourra par exemple lire les revues [26l [28]) : dans [27] 
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les auteurs introduisent la jauge dite "longitudinale 5D", qui est la jauge utilisee dans le 
formalisme de Mukohyama (voir section I3T21) . pour exprimer les perturbations. Dans cette 
jauge les perturbations invariantes de jauge coincident avec les perturbations naturelles de 
la metrique. Les conditions de jonctions linearisees pour les perturbations sont par contre 
plus maniables dans la jauge dite Gaussienne normale, ou la brane perturbee reste a sa 
position fixe. Dans [30] les auteurs ont montre que les deux choix de jauge etaient equiva- 
lents pour les equations des perturbations. Pour faciliter le passage d'une jauge a l'autre il 
peut etre utile d'utiliser un formalisme invariant de jauge. Ici nous presentons le formalisme 
invariant de jauge, couramment utilisee dans la litterature [26l [271, EHl [29^ [301 EH E2J) ■ Cette 
partie concernant la theorie des perturbations est certes technique mais c'est le pilier de la 
cosmologie theorique moderne. 

On peut toujours decomposer les perturbations d'un tenseur a deux indices en trois ca- 
tegories : les perturbations purement "scalaires", les perturbations purement "vectorielles" 
et les perturbations purement "tensorielles". 



3.1.1 Perturbations de metrique 

En perturbant a l'ordre lineaire la metrique generate g^B (A B = 0, ...,4) donnee en 
(12.651) dans les coordonnees Gaussiennes normales, on obtient que la metrique perturbee 
9ab + Sg AB s'ecrit 



9ab+^9ab 



—N 2 (1 + 2A) A 2 (dtB - Si) N_A{ 

A 2 (djB - Sj) A 2 [(l + 2K) Sij + 2didjE + d (i F j} + E io ] A 2 (d^ - %) 
NAt A 2 (diBt - %) 1 + 2A^ 



ou i,j = 1,...,3 denotent les trois directions spatiales sur la brane. A, B, A%, B^, A^, 
71 et E sont les perturbations scalaires de metrique, Si, E et S^i sont les perturbations 
vectorielles (3-vecteurs sans divergence), et Eij represente les perturbations tensorielles 
(3-tenseur transverse et sans tracejl. L'avantage de cette decomposition est que les per- 
turbations scalaires, vectorielles et tensorielles evoluent independamment a l'ordre lineaire, 
selon des equations d'onde decouplees l'une de l'autre. 

La transformation de jauge (reparametrisation des coordonnees d'espace-temps a l'ordre 
lineaire) x A — > x A +Sx A se decompose en transformations scalaires et vectorielles seulement, 
selon 

r — > r + 8t, 
x* -> x* + d i 5x + 5x i , 

Z - Z + (3.1) 

8 T , 5x et 5£ sont des scalaires et Sx l est un 3-vecteur sans divergence. Sous la transformation 
de jauge (13.11) . les perturbations scalaires de metrique se transforment selon (SgAB — > 
SgAB - V(ax jB )) 

N N' 
A - A-8t--5t--5£, 



2 On choisit de mettre une barre sur chaque perturbation lorsqu'on ne specifie pas de jauge particuliere. 
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K -»• Tl- —5r - — 8£, 

A A 
- N 2 
B -> B + — <5r - fe, 

A 2 

Bs -> ^-fe'--^£, 
E ^ E-5x, 
At -> ^ + ^'-1^, 

4« - (3-2) 

On peut construire deux variables de perturbation invariantes sous les transformations de 
jauge 3D spatiales : 

a= -B + E, a ( = -B ( + E, (3.3) 

qui se transforment sous ( 13.11 ) selon a — >■ a — (N 2 /A 2 )St, ct£ — > + (1/A 2 )5£. Par suite on 
peut aussi construire deux variables de perturbation invariantes sous les transformations 
de jauge 4D : $ = A-(l/N) (A 2 a/N)' et * = -TZ + AAa/N 2 . Puisqu'il y a trois fonctions 
scalaires inconnues pour les transformations de jauge 5D (13.11) . on en deduit qu'on peut 
definir quatre perturbations de metrique scalaires invariantes de jauge au sens 5D parmi 
les sept variables scalaires de depart : 

j 1 [A 2 a\ N' 2 
A = A -n{—) + N A ^ 
A A ,(A%y (A 2 *)' N> 

= A^+{A 2 ^)', 
Aa 

TZ = TZ + AA'ai:- —a. (3.4) 

Sous la transformation de jauge (I3.ip . les perturbations vectorielles de metrique se trans- 
forment selon 

Si > Si + 5xi, 
S(i ► S^i + fej, 

Fi -> Fi-Sxi. (3.5) 

On peut ecrire les perturbations vectorielles de metrique selon Si = S(r, £)ej(x), S& = 
S{(t, £)e$(x) et Fi = F(r, £)ej(x), ou 6j(x) est un 3-vecteur sans divergence (9je*(x) = 0). 
Puisqu'il y a une fonction vectorielle inconnue pour les transformations de jauge 5D (13.11) . 
on en deduit qu'on peut definir deux perturbations de metrique vectorielles invariantes de 
jauge au sens 5D parmi les trois variables vectorielles de depart : 

v = S + F, 

Vi = S c + F'. (3.6) 

II n'y a pas de fonction tensorielle dans la transformation de jauge ( 13.11) . de telle sorte que 
les perturbations tensorielles de metrique = Eij sont automatiquement invariantes de 
jauge, E^ -> E^. 
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3.1.2 Perturbations de matiere 

Les perturbations du tenseur energie-impulsion Tab donne en (I2.63j) . decrivant la ma- 
tiere presente sur la brane^l, en £ = £&(r, x), 



Tf + STf = 5(£ - 6) 



-{p + 8p) 5p> 

-A- 2 5 Pl (P + 5P)5{ + 5n{ 




peuvent egalement se decomposer en perturbations scalaires, vectorielles et tensorielles 
grace a la symetrie 5*0(3) de l'espace-temps non-perturbe, comme pour les perturbations 
de metrique, selon 



5pi = di5q + 5qi, 
Sftij = f ViVj - ^Sij V 2 ^j 5n + d^S-Kj) + 6mj. (3.7) 

5p, SP, Sq et 5n sont les perturbations scalaires de matiere. 5q l et Sir 1 decrivent les pertur- 
bations vectorielles de matiere, sans divergence, et forf represente la perturbation tensorielle 
de la matiere, transverse et sans trace. Notons que Sn^ est le tenseur anisotrope de pertur- 
bation du fluide Tab- 

Sous la transformation de jauge temporelle r — ► r + 5r les perturbations de matiere se 
transforment selon 

Sp — > 5p — pSr, 
5P -> 5P-P5r, 

5q -> 5g+(p + P)<5r, (3.8) 

alors que Sq 1 et Stt^ sont invariants. A partir de (13.81) et en utilisant l'equation de conser- 
vation (12.691) on constate qu'on peut construire une perturbation de matiere invariante de 
jauge A, appelee contraste de densite : 

pA = 5p-3H5q. (3.9) 

Egalement on peut construire une autre perturbation scalaire de matiere invariante de jauge 
r s , appelee perturbation d'entropie : 

T s = 5P-c 2 s 5p, (3.10) 

ou c 2 s = P/p est la vitesse du son du fluide. 

Une fois identifiees les perturbations de metrique et de matiere invariantes de jauge, on 
peut calculer leur evolution cosmologique au moyen des equations d'Einstein linearisees, de 
forme generale : 

SG^ (5qab) = 5R A b - ]z {Sg AB R + 9ab$R) = -k 5 5g AB + k 2 5{£ - £ b )8T AB . (3.11) 



3 Notons que la brane ne reste plus necessairement fixee en £ = apres perturbation sauf dans le choix de 
jauge Gaussienne normale, par definition. On a deja discute le phenomene de "brane bending" au chapitre 

m 
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Plus precisement on peut separer revolution dans le bulk et revolution sur la brane : les 
gravitons (perturbations de metrique Sqab) evoluent dans le bulk AdS 5 selon l'equation 
d'Einstein linearisee dans AdS 5 : 

SG^(6g AB ) = -A 5 5g AB , (3.12) 

et les perturbations de matiere evoluent sur la brane et couplent aux perturbations me- 
triques selon les conditions de raccordement d'Israel linearisees et Z 2 -symetriques, sur la 
brane : 



= 6) 
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(3.13) 



ou fi, v — 0,...,3. Les equations linearisees devolution des perturbations invariantes de 
jauge et les conditions de bord linearisees reliant les perturbations metriques et les pertur- 
bations de matiere, invariantes de jauge, peuvent done etre obtenues. Mais leurs expressions 
sont lourdes et nous preferons reecrire ces equations dans le formalisme de Mukohyama 
(section 13.21) . qui permet de reduire ces equations de perturbations en des formes plus 
"compactes". 

L'interet de travailler avec des quantites independantes du choix de jauge est qu'on 
peut les faire evoluer dans la jauge qui nous arrange le plus suivant le probleme considere 
et on peut jongler d'une jauge a l'autre si necessaire. Bien-sur, une fois qu'on a identifie les 
perturbations independantes de jauge, on peut simplifier leur expression en choisissant la 
jauge la plus commode. Dans la prochaine section [3721 nous choisissons la "jauge longitudi- 
nale 5D" pour les perturbations de type scalaires qui est la jauge utilisee dans le formalisme 
de Mukohyama. 



3.2 Formalisme de Mukohyama 

On choisit de se placer dans la "jauge longitudinale 5D" [27], definie par 

a = a^ = 0, (3.14) 

ou a et <j£ ont ete definis en (13.31) . Cette jauge est appelee comme telle parce que e'est une 
sorte de generalisation, dans un modele branaire, de la jauge longitudinale (ou de Newton), 
utilisee en theorie des perturbations standards sur l'espace FRW a (3 + 1) dimensions. Dans 
cette jauge (13.14I ). les perturbations scalaires de metriques independantes de jauge ( 13.41 ) 
coincident avec les quatres perturbations scalaires de metrique naturellement introduites 
au debut de la section 13.1.11 : A, A^ et TZ. Dans la suite nous omettons les barres sur 
ces quantites invariantes de jauge exprimees dans la "jauge longitudinale 5D". 

Mukohyama a montre le premier que, en V absence de perturbations de matiere dans le 
bulk, les perturbations scalaires de metrique dans la "jauge longitudinale 5D" (A, A$, A^ 
et 1Z) peuvent toutes etre exprimees en fonction d'une seule et unique variable scalaire 
maitresse, fl, qui se propage suivant une simple equation d'onde a cinq dimensions [31] 
(un travail similaire a ete effectue dans Particle [32]). De fagon similaire, les perturbations 
vectorielles invariantes de jauge de la metrique (v et v^) peuvent etre exprimees en fonction 
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d'une seule et unique variable scalaire maitresse, Q( v > , qui se propagent suivant une simple 
equation d'onde dans cinq dimensions. Les perturbations purement tensorielles de la me- 
trique sont deja invariantes de jauge et peuvent directement etre considerees comme une 
variable maitresse. Nous ne chercherons pas a refaire les calculs de Mukohyama mais seule- 
ment a enoncer les equations compactes qu'il a obtenues. Ces equations nous seront utiles 
pour le prochain chapitre [H De maniere generate, les equations de perturbations dans le 
formalisme de Mukohyama sont couramment utilisees dans la litterature concernant l'etude 
des perturbations cosmologiques en cosmologie branaire parce que ce formalisme simplifie 
elegamment l'attirail assez lourd des equations de perturbations exprimees dans d'autres 
formalismes. 



3.2.1 Perturbations tensorielles 



Les perturbations tensorielles, transverses et sans trace, sont les plus simples a etudier : 
elles decrivent des ondes gravitationnelles (au sens quadridimensionnel) et se propagent 
librement dans le bulk AdS 5 , independamment de la presence de matiere sur la brane (au 
moins lorsqu'on fait l'hypothese simplificatrice qu'il n'y a pas de perturbation tensorielle 
anisotrope de matiere sur la brane, 5ttI = 0). Les fluctuations tensorielles, transverses et 
sans trace, Ey, de la metrique 



ds = (g^ u + h,j, v ) dx^dx 1 



d£ 2 - N 2 {i, r)dr 2 + A 2 (£, r) (<5y + Ey) dx*dx j (3.15) 



sont, de plus, automatiquement invariantes de jauge. On peut ainsi les decrire a l'aide 
d'un champ scalaire canonique sans masse minimalement couple a la gravite , ^(t, et 
transforme de Fourier dans les trois dimensions spatiales transverses, selon 



dp^(t,£;p)e ip ' x ei <8> e 



(3.16) 



qui se propage dans le bulk AdS 5 selon l'equation de Klein-Gordon 
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(3.17) 



p est le 3-moment (tri-impulsion) dans les trois dimensions spatiales transverses. Les condi- 
tions de jonction d'Israel linearisees se reduisent a des conditions de bord de type Neumann 
sur la brane pour les perturbation tensorielles : 



dm 



0. 



(3.18) 



Ces conditions de bord sont homogenes sous l'hypothese qu'il n'y a pas de perturbation 
anisotrope de matiere (Sti? = 0). 

Le champ scalaire ^ est le champ scalaire "maitre" de Mukohyama pour les perturbations 
tensorielles quoique sa definition soit triviale dans ce cas. 
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3.2.2 Perturbations vectorielles 

On a vu que les perturbations vectorielles de la metrique 

ds 2 = d£ 2 - iV 2 (£, r)dr 2 + A 2 (£, r) (fy + <%jy dx i dx j 
-A 2 (£, T)S & d£dx' - A 2 {^ r)Sidtdx\ 



(3.19) 



pouvaient etre decrites par les deux perturbations independantes de jauge v, v% definies en 
(13. 6ft . En l'absence de perturbations de matiere dans le bulk, Mukohyama a montre que les 
perturbations vectorielles de la metrique peuvent etre generees a partir d'un unique champ 
scalaire "maitre" il^ v \t, £), selon 
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(3.20) 



La nouvelle variable maitresse il^ v \ decrivant les perturbations vectorielles de metrique, 
satisfait l'equation d'onde a cinq dimensions suivante : 
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0.(3.21) 



On constatera que celle-ci differe de l'equation de Klein-Gordon, satisfaite par les perturba- 
tions tensorielles. Les conditions de jonction d'Israel linearisees se reduisent a des conditions 
de bord de type Dirichlet sur la brane pour les perturbation vectorielles : 



5=0 



0. 



(3.22) 



Ces conditions de bord sont homogenes sous l'hypothese qu'il n'y a pas de perturbation 
anisotrope de matiere. 



3.2.3 Perturbations scalaires 

Les quatre perturbations scalaires independantes de jauge, exprimees dans la "jauge 
longitudinale 5D", transforment la metrique selon 

ds 2 = (1 + 2 A^) di 2 -N 2 (i,T) (1 + 2 A) dr 2 + N{i,r)A i didt 

+A 2 (£, r) (1 + 2K) Sijdx^. (3.23) 

Les perturbations scalaires 5D de metrique couplent aux perturbations scalaires 4D de 
matiere sur la brane, definies par le tenseur energie-impulsion perturbe 

—(p + 5p) 5q' j 
-A~ 2 5q ti (P + SP) SI _ ' 

Les indices grecs denotent les (3 + 1) coordonnees sur la brane et les indices latins en 
minuscules denotent les trois dimensions spatiales sur la brane. On a neglige les perturba- 
tions anisotropes scalaires du tenseur energie-impulsion parce qu'elles n'ont pas lieu d'etre 
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presentes lorsqu'on considere un fluide parfait ou un champ scalaire sur la brane [29j. 
Rappelons que les composantes de matiere effective sur la brane, p et P, sont reliees aux 
composantes du fluide reel sur la brane, pu et Pm = wpM, selon p = pu + er, P = Pu ~ c, 
ou a est la tension de la brane dans le modele de Randall-Sundrum. Nous avons discute 
cela a la section 12.2.21 En l'absence de perturbations de matiere dans le bulk, Mukohyama 
a trouve que les perturbations scalaires de la metrique peuvent toutes etre generees a partir 
d'un unique champ scalaire "maitre" ft(t, £), selon 



A 

A 

At 

K 





N ■ 



1 



N' 

n" + — o' 

N 



At ( n- — n i - 

n 2 \ N 



(3.24) 



On remarquera que le champ scalaire "maitre" Q n'est pas sans dimension mais possede la 
dimension d'une longueur au carre. La variable maitresse satisfait l'equation d'onde a cinq 
dimensions suivante : 
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Q = 0.(3.25) 



On constatera que celle-ci differe de l'equation de Klein-Gordon, satisfaite par les perturba- 
tions tensorielles. La linearisation des conditions de jonction d'Israel se fait plus aisement 
dans la jauge Gaussienne normale parce que la brane reste fixee en £ = dans cette jauge. 
On peut exprimer ces conditions de jonction liant les perturbations de metrique et de ma- 
tiere independantes de jauge dans la jauge Gaussienne normale, puisqu' on sait passer de 
la jauge Gaussienne normale a la jauge longitudinale 5D. On peut des lors re-exprimer les 
conditions de jonction calculees dans la jauge gaussienne normale en fonction de la va- 
riable maitresse fl Les conditions de jonction d'Israel se reduisent aux conditions de bord 
"non-locales'Q suivantes sur la brane |33l 
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4 Le terme "non-local", utilise pour les conditions de bord des perturbations scalaires, n'a rien a voir 
avec la non-localite etudiee au chapitre [4] qui est due a l'information provenant du bulk. Comme Deffayet 
l'a explique dans son article [34], la terminologie "non-locale" pour les conditions de bord n'est pas tres 
adaptee, bien que frequemment utilisee dans la litterature, parce que les conditions de bord contiennent ici 
seulement un nombre fini de derivees. 
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(A! N'\ ( \ 2p 2 \ fA' N'\ ( A 1 N'\ _ 

Les perturbations de type vectorielles ne survivent pas dans un modele ^-symetrique 
tel que le modele de Randall-Sundrum. C'est pourquoi nous nous concentrerons desormais 
sur les perturbations de type tensorielles (ondes gravitationnelles) et les perturbations de 
type scalaires (ondes gravitationnelles et matiere). 

On comprendra que l'equation du mouvement fl3.25H et les conditions de bord (13.261) . 
pour prendre l'exemple des perturbations scalaires, ne seront pas triviales a resoudre : 
l'equation du mouvement n'est plus separable dans une geometrie de fond du type (I2.73p . 
decrivant une brane FRW en expansion quelconque dans le bulk AdS 5 . Dans Particle [34] . 
Deffayet a montre cependant que le probleme de revolution des perturbations scalaires etait 
un probleme bien pose au sens mathematique dans les cas particuliers d'un fluide parfait de 
perturbations adiabatiques ou d'un champ scalaire sur la brane : l'equation du mouvement 
(13.251) combinee aux conditions de bord (I3.26f) forment alors un systeme clos d'equations. 



Chapitre 4 



Dissipation et non-localite dans un 
Univers branaire en expansion (article) 

Ce chapitre presente nos resultats sur les processus de dissipation et de non-localite 
dans un Univers branaire en expansion, qui ont donne lieu a la publication de Particle 
[5T] : Dissipation and nonlocality in a general expanding braneworld universe, Mathieu 
Remazeilles, Phys. Rev. D79 :043523 (arXiv :0807.4238 [hep-th]). 

4.1 Introduction 

Dans ce chapitre nous etudions revolution a la fois des perturbations tensorielles et 
des perturbations scalaires dans un Univers branaire du type Randall-Sundrum ayant une 
histoire d'expansion cosmologique arbitraire. Au lieu de rechercher des solutions exactes aux 
equations de perturbations presentees a la section 13.21 nous sommes interesses en priorite 
par le role des gravitons du bulk (perturbations de metrique) dans leur interaction avec 
les degres de liberte localises sur la brane. Nous faisons le choix d'adopter un point de 
vue quadridimensionnel, en considerant les degres de liberte localises sur la brane comme 
un systeme quantique ouvert couple a un grand environnement compose du continuum 
des gravitons du bulk. Lorsque l'expansion cosmologique de la brane est non-uniforme, les 
degres de liberte sur la brane et les degres de liberte du bulk interagissent quantiquement 
au cours du temps. Les excitations quantiques des degres de liberte sur la brane peuvent 
se desintegrer en emettant des gravitons dans le bulk qui peuvent s'echapper vers l'infini 
futur dans la dimension supplementaire, ce qui conduit a une forme de dissipation du point 
de vue quadridimensionnel d'un observateur confine sur la brane. Les gravitons du bulk 
peuvent egalement etre reflechis (ou diffractes) dans le bulk (dimension supplementaire) a 
cause de la courbure du bulk AdS, puis re-absorbes par la brane, et ainsi transformes de 
nouveau en quanta sur la brane, ce qui conduit a une forme de non-localite du point de 
vue quadridimensionnel. La dissipation et la non-localite sont inscrits dans le propagateur 
retarde du bulk AdS, qui peut etre systematiquement insere dans le propagateur retarde 
effectif de la brane a quatre dimensions par resommation des effets de retroaction du bulk 
("backreaction" en Anglais) a tous les ordres dans le couplage brane-bulk. Dans ce travail 
nous estimons, au moyen du propagateur retarde effectif sur la brane, les taux de dissipation 
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du mode lie du graviton (tenseur) ainsi que des degres de liberte de matiere sur la brane 
(scalaires) dans differents regimes cosmologiques et pour differentes sources de matiere sur 
la brane. 

Nous avons vu dans les chapitres precedents comment des processus physiques peuvent 
etre interpretes differemment entre un point de vue a cinq dimensions et le point de vue a 
quatre dimensions d'un observateur confine sur une brane : par exemple l'impulsion d'un 
graviton 5D dans la cinquieme dimension correspond de fagon effective a une masse pour 
le graviton sur la brane d'un point de vue quadridimensionnel. De meme, dans cette repre- 
sentation de plus haute dimension, l'expansion de l'Univers quadridimensionnel peut etre 
interprets comme le mouvement accelere de la brane 4D dans le bulk 5D decrit dans des 
coordonnees statiques (coordonnees de Poincare). Enfin dans ce chapitre nous allons voir 
comment la reduction dimensionnelle donne aux transitions 5D entre les modes quantiques 
sur la brane et dans le bulk l'apparence d'une forme de dissipation du point de vue qua- 
dridimensionnel d'un observateur confine sur la brane. Nous utiliserons le formalisme de 
Mukohyama expose a la section I3.2L La principale difficulty dans le calcul de revolution 
des perturbations est que, excepte dans le cas d'une brane ayant une acceleration uniforme 
(brane plate ou brane dS) ou des solutions analytiques ont pu etre obtenues (voir chapitre 
EJ) , les equations du mouvement ne sont generalement pas separables a cause du mouvement 
complique dans le bulk de la brane FRW en expansion. Une courte revue sur le probleme 
devolution des perturbations cosmologiques dans les Univers branaires en expansion est 
donnee dans la reference [35]. Ce probleme a ete examine numeriquement et un certain 
nombre de resultats interessants ont ete obtenus [33 E3 Bll E3 E3 Ell E3 E3 E3- Le 
probleme des perturbations cosmologiques dans les Univers branaires est en principe entie- 
rement soluble numeriquement une fois que le vide initial dans AdS est connu. Cependant 
la specification de conditions initiales dans le bulk pose un probleme de nature plus fonda- 
mentale. II n'y a pas de choix unique, physiquement motive, de conditions initiales dans un 
espace de fond AdS [13 [50] (contrairement a la situation dans un espace dS) . Par conse- 
quent les resultats de ces etudes numeriques sont sujets a certaines suppositions concernant 
les conditions initiales. Ici nous realisons une approche analytique basee sur le calcul du 
propagateur retarde effectif sur la brane par resommation a partir des deux propagateurs 
retardes "nus" sur la brane et dans le bulk AdS, l'objectif etant de fournir plus d'intuition 
concernant revolution des perturbations cosmologiques dans un Univers branaire en expan- 
sion. Dans cet article nous avons explore revolution des perturbations cosmologiques dans 
un scenario du type Randall-Sundrum avec une brane FRW ayant un mouvement arbitraire 
dans le bulk AdS 5 Z 2 -symetrique. Le but de ce travail est d'estimer la magnitude des effets 
physiques ressentis sur la brane et dus a la presence d'une dimension supplementaire infinie 
mais courbee. Nous nous inspirons des idees developpees par Binetruy, Bucher et Carvalho 

Lorsque le parametre de Hubble sur la brane, H(t), varie dans le temps, l'acceleration 
de la brane dans le bulk varie egalement et des gravitons sont emis dans le bulk. On peut 
illustrer cet effet par le probleme classique equivalent suivant : considerons les particules 
localisees sur la brane (tel que l'etat lie du graviton par exemple) comme des particules 
classiques, un changement d'acceleration de la brane dans le bulk peut entrainer que cette 
particule se delocalise de la brane et s'echappe dans la dimension supplementaire (Fig. 14. II) 
On peut se demander quel est le taux de dissipation effectif ou la probability qu'une particule 
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Fig. 4.1 - Representation classique. 



s'echappe de la brane quand l'acceleration de la brane change de fagon adiabatique ? 

Les gravitons emis dans le bulk peuvent soit s'echapper vers l'infini futur ou bien etre 
re-absorbes par la brane a cause de reflections de ces gravitons dans le bulk AdS courbe. 
Du point de vue quadridimensionnel d'un observateur sur la brane, ces processus donne 
l'apparence de generer respectivement de la dissipation et de la non-localite [36]. Ces effets 
sont "codes" dans le propagateur retarde du graviton du bulk AdS et peuvent etre inseres 
systematiquement dans le propagateur effectif de la brane, en resommant la serie pertur- 
bative prenant en compte les effets de retroaction a tous les ordres. L'approche utilisee 
dans ce travail est une perspective quadridimensionnelle qui considere les degres de liberte 
localises sur la brane comme un systeme quantique ouvert couple a un grand environne- 
ment compose des gravitons du bulk. Dans le langage la theorie quantique des champs 
hors-equilibre, le propagateur du bulk joue le meme role qu'une "self-energie" dans le sens 
ou elle "habille" les champs "nus" (composes des degres de libertes discrets localises sur la 
brane et sans interaction avec le bulk). 

Dans cet article nous estimons d'abord le taux de dissipation de l'etat lie du graviton en 
etudiant revolution des perturbations tensorielles dans le cadre d'une brane FRW plongee 
dans le bulk AdS. Gorbunov, Rubakov et Sibiryakov avaient obtenu en 2001 des resultats 
analytiques pour l'ordre de magnitude des modifications au spectre de puissance standard 
4D pour les perturbations tensorielles, dans le cas ou le facteur de Hubble sur la brane 
change instantanement [37] (voir aussi [38]). Ici nous considerons la situation plus realiste 
ou le facteur de Hubble sur la brane change continument et adiabatiquement, dans le sens ou 
H <C H 2 . Nous explorons egalement la dissipation de degres de liberte purement localises 
sur la brane (c'est-a-dire confines), tels qu'un fluide parfait (de perturbation adiabatique) 
ou un champ scalaire en roulement lent (inflaton) sur la brane, en etudiant revolution des 
perturbations scalaires et la nature du couplage entre les perturbations de metrique et 
les perturbations de matiere. Nous utilisons les coordonnees Gaussiennes normales (GN) 
pour couvrir l'espace-temps AdS et plonger la brane FRW dans une tranche du bulk AdS ; 
ainsi la coordonnee de la dimension supplementaire mesure la distance propre a la brane, 
et la position de la brane dans le bulk reste fixe par definition. Les coordonnees GN ont 
aussi l'avantage de simplifier la forme des conditions de jonction linearisees sur la brane. Le 
principal desavantage des coordonnees GN est la presence de singularites de coordonnees 
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dans le bulk a une distance finie de la brane bien que le bulk AdS soit en fait regulier 
et extensible au-dela de la singularity en choisissant un autre systeme de coordonnees. A 
cause du mouvement arbitraire de la brane FRW dans le l'espace AdS, les composantes de la 
metrique ont une forme compliquee, ce qui rend non-separables les equations du mouvement 
pour les perturbations. C'est pourquoi, hormis dans le cas de l'inflaton sur la brane (section 
14.31) . nous utilisons une geometrie approchee comme etant la limite de la metrique exacte 
pres de la brane afin de realiser une separation des equations. Cette limite peut etre legitimee 
dans le modele de Randall-Sundrum par le fait que le support de la fonction d'onde decrivant 
l'etat lie est localisee pres de la brane. Nous pensons que la physique proche de la brane 
est pertinente pour decrire des effets de dissipation dans les Univers branaires. Afin de 
se concentrer sur les effets dissipatifs, on peut approximer a haute energie (Hi ^> 1) 
l'inhomogeneite du bulk courbe AdS, responsable des reflections des gravitons dans le 
bulk et par consequent d'effets non-locaux sur la brane. Cette approximation est discutee 
ulterieurement dans ce chapitre. 

4.2 Processus de dissipation et de non-localite dans un 
Univers branaire en expansion 

Nous avons vu au chapitre [2] que revolution des perturbations cosmologiques dans le 
modele de Randall-Sundrum a ete resolu analytiquement pour des Univers branaires hau- 
tement symetriques, ou le facteur de Hubble sur la brane H etait constant. C'etait le cas 
d'une brane Minkowski (H = 0), statique, ou d'une brane de Sitter pur (H = const. > 0), 
suivant une expansion uniforme, ou une trajectoire uniformement acceleree dans le bulk 
AdS. Les equations linearisees pour les perturbations etaient separables par symetrie et 
on pouvait reduire le probleme a la resolution d'une equation de type Schrodinger, ou le 
potentiel obtenu avait l'aspect d'un potentiel-volcan : la presence de la brane creant un 
puit de potentiel du type fonction 5 et la courbure du bulk AdS creant une barriere de 
potentiel decroissante (Fig. 14.21) . 

La forme du potentiel entraine l'existence d'un unique etat lie a la brane, le mode 
de masse zero m = 0, dans le spectre de gravitons des equations d'Einstein linearisees, 
ainsi qu'un continuum d'etats de diffusion, c'est-a-dire de gravitons libres et massifs de 
Kaluza-Klein de masse m > 3H/2 dans le cas de la brane dS [16]. Le mode zero s'identifie 
naturellement au graviton standard sans masse et reproduit la gravitation quadridimen- 
sionnelle sur la brane a basse energie. II represente un degre de liberte branaire dans le sens 
ou il reste localise pres de la brane. L'amplitude d'interaction des gravitons massifs avec 
la brane est supprimee pres de la brane a basse energie a cause de la barriere de potentiel. 
Dans le cas d'un contenu de matiere dependant du temps dans l'Univers, l'expansion cos- 
mologique n'est plus uniforme : le facteur de Hubble change avec le temps, ce qui entraine 
un changement dans la forme des potentiels-volcans. Par consequent, les degres de liberte 
sur la brane et les degres de liberte du bulk interagissent et done genere des transitions 
entre les modes. 

Le systeme brane-bulk est un systeme quantique Hamiltonien, necessairement conser- 
vatif puisque la densite de l'espace des phases doit etre preservee par translation dans 
le temps. En ce sens, le systeme brane-bulk est intrinsequement non-dissipatif, et l'appa- 
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FlG. 4.2 Gauche : potentiel-volcan pour une brane Minkowski. La hauteur du potentiel 
est 0(l~ 2 ) et le potentiel decroit comme 1/z 2 si z est la dimension supplement aire. Le mode zero 
du graviton est lie a la brane et entoure d'un continuum de gravitons massifs libres m > 0. Droite : 
potentiel-volcan pour une brane de Sitter. La hauteur du potentiel est 0(H 2 + £~ 2 ) et le 
potentiel decroit comme 1/ sinh 2 (z). Le mode zero du graviton est lie a la brane et entoure d'un 
continuum de gravitons massifs libres m > 3H/2, caracterise par un gap 0(H 2 ) entre le mode 
zero et le continuum. 



rence de dissipation ne peut se produire que par le resultat d'un "coarse graining" {Le une 
moyenne sur l'information manquante). L'interaction entre les quanta, due a l'expansion 
de la brane, peut etre caracterisisee par une transformation de Bogoliubov (matrice S pour 
un systeme lineaire) reliant les modes de frequence positive et de frequence negative entre 
le vide "in" initial et le vide "out" resultant. Cependant, du point de vue d'un observateur 
confine sur la brane, l'Univers quadridimensionnel, en tant que sous-variete, est un systeme 
quantique ouvert. Par consequent le melange entre les modes localises sur la brane et les 
modes delocalises dans le bulk cree l'apparence d'une dissipation pour l'observateur qua- 
dridimensionnel incapable d'acceder aux modes du bulk. L'observateur sur la brane n'est 
sensible qu'a une partie du vide complet de l'espace AdS, partie composee seulement des 
modes discrets localises sur la brane. L'espace de Hilbert du syteme branaire est "tronque" a 
cause de la reduction dimensionnelle, et le vide du bulk, compose du continuum des modes 
du bulk, contient l'information manquante. Lorsqu'on observe les perturbations cosmolo- 
giques aujourd'hui, on mesure les valeurs moyennes dans le vide d'observables quadratiques 
en les operateurs de creation et d'annihilation localises sur la brane aujourd'hui, a savoir 
^brane,out et a \ ra ne out- La matrice S exprime les operateurs "out" comme des combinaisons 
lineaires de a bran e,in et a\ rane in d'un cote, et de a bu i k ,i n (k) et a\ ulkM (k) de l'autre. Une para- 
metrisation utile de cette transformation a ete proposee dans [36]. Les auteurs definissent 
Abrane,in et Ab u ik,in comme etant entierement sur la brane et dans le bulk respectivement, 



et normalises tel que 



Abrane,im ^brane,in 



A-htilk in .i Al 



bulk,ini ^bulkAn 



1. Des lors a hrane>out peut 



etre exprime en fonction de ceux-ci selon une des trois possibilites suivantes : soit 

Q>brane,out COS 0Ab r ane,in Sill 0Af>ulk,in 

ou < 6 < 7r/2 ; ou bien 

(^brane,out 

= coshuA branetin + sinh uAl ulkin (4.2) 
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ou < u < +oo ; ou bien 

a>brane,out = sinh W^ m ne,w + C0Sn u ^-bulk,in (4.3) 

ou < u < +00. Abrane^n peut etre construit entierement comme une combinaison lineaire 
de 

(^braneAn e t a \ranein-> e ^ de meme Ab u ik,in peut etre construit entierement comme une 
combinaison lineaire de a>buik,in(k) and the a\ u iki n {k), k indexant les modes du continuum. 
Nous remarquons en (14.3ft que l'etat initial dans le bulk peut avoir un role considerable, 
voire dominant, dans la determination de ce qui est observe sur la brane aujourd'hui. 



AdS 




FlG. 4.3 - Geodesiques de genre temps dans AdS (gauche) et dans dS (droite) 

En cosmologie standard la theorie inflationnaire permet de resoudre le probleme des 
conditions initiales et ce succes repose sur la structure causale de la geometrie de fond 
de Sitter (dS) : l'espace dS "n'a pas de cheveux" ("no hair" en Anglais) dans le sens ou 
les irregularites initiales sont effacees au cours du temps puisque les geodesiques de genre 
temps divergent dans dS, perdant toute causalite (Fig. 14.31) . Cela entraine l'homogeneite et 
l'isotropie observee dans l'Univers aujourd'hui et justifie l'existence de conditions initiales 
naturelles dans dS. En revanche dans les scenarios branaires a la Randall-Sundrum, la 
geometrie de fond est Anti-de Sitter (AdS), dont la structure causale entraine que les 
amplitudes des perturbations initiales sont conservees au cours du temps parce que les 
geodesiques de genre temps d'abord divergent puis re-convergent et cela pertpetuellement 
(Fig. 14.31) : il n'y a done pas de conditions initiales naturelles dans AdS [49| [50]. Les 
methodes numeriques employees dans la litterature [ MM [4 T [4 ^ [4 ^ [Ml4^[45 1 [47] 
necessitent un choix particulier de conditions initiales dans le bulk AdS pour faire evoluer 
les perturbations et rendre compte de ce qui observe aujourd'hui sur la brane. Le vide 
initial souvent choisi dans les methodes numeriques est le vide invariant sous de Sitter 
(voir par exemple [44]), e'est-a-dire que les conditions initiales sont specifiees a partir d'une 
combinaison des modes definis dans un decoupage ("slicing" en Anglais) dS A de AdS 5 . 
Les conditions initiales ne sont done definies que sur l'horizon de Cauchy du bulk cree 
par le "slicing" dS. Ce choix n'est pas forcement legitime pour AdS d'autant plus que, 
comme on le decrit a la section l4~4l des gravitons du bulk initiaux provenant de l'horizon de 
Poincare de AdS mais situes en dehors de l'Horizon de Cauchy du slicing dS peuvent affecter 
causalement les modes de la brane dans le futur, lorsque l'expansion de la brane decelere. 
Ajoutons qu'il a ete observe numeriquement [441146] que la contribution initiale dans le bulk 
etait sous-dominante voire negligeable (quelques pourcent) par rapport a la contribution 
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initiale sur la brane dans la determination des spectres de puissance observes aujourd'hui 
sur la brane. Cependant ces conclusions dependent tres certainement du choix particulier 
du vide initial specifie dans ces schemas numeriques. Comme on Fa vu au paragraphe 
precedent, avec la parametrisation explicite 04.31) . les contributions relatives des conditions 
initiales dans le bulk et sur la brane peuvent varier considerablement suivant sur quelle 
base est defini le vide initial. Nous adoptons ici une approche effective a quatre dimensions 
analytique et basee sur les propagateurs retardes de la brane FRW et du bulk AdS, ce 
qui evite la specification d'un vide initial dans le bulk. A partir des fonctions de Green 
retardees du bulk et de la brane "nue", nous construisons le propagateur retarde effectif 
sur la brane tenant compte de Finteraction avec le bulk. 



H(+) 
bulk 



H(-) X 

timelike 
brane 

FlG. 4.4 Processus fondamentaux de Finteraction brane-bulk dans une perspective 
quadridimensionnelle. De la gauche vers la droite : absorption, dissipation, non-localite. La 
non-localite se manifeste a cause de la diffraction des gravitons dans le bulk AdS courbe. 

L'interaction brane-bulk peut etre resumee par les processus suivants, fondamentaux du 
point de vue quadridimensionnel, et illustres sur la figure Fig. I4.4L Un etat du vide initial 
peut etre completement caracterise en specifiant Fetat quantique des gravitons incidents 
sur Fhorizon de Cauchy du passe dans le bulk et Fetat quantique des degres de liberte 
sur la brane a Fintersection de la brane avec #(-). Ulterieurement les degres de liberte de 
la brane et ceux du bulk interagissent au cours du temps. Les gravitons du bulk peuvent 
etre absorbes et transformes en quanta sur la brane. De fagon similaire, les excitations 
quantiques sur la brane peuvent se desintegrer en emettant des gravitons dans le bulk. 
Ceux-ci peuvent soit s'echapper vers Finfini futur, conduisant a de la dissipation du point 
de vue quadridimensionnel, ou bien peuvent etre re-absorbes par la brane a cause de la 
courbure du bulk, conduisant a de la non-localite du point de vue quadridimensionnel. 

On peut considerer Finteraction brane-bulk dans une perspective quadridimensionnelle 
en regardant les degres de liberte de la brane comme un systeme quantique ouvert couple 
a un grand environnement, le bulk, ayant un grand nombre de degres de liberte. Schema- 
tiquement, on peut diagonaliser par bloc en faisant une transformation de Fourier dans les 
trois dimensions spatiales transverses. Pour un univers branaire en expansion, avec un fluide 
parfait ou un champ scalaire sur la brane, Finteraction entre un degre de liberte scalaire de 
la brane q(t) et un degre de liberte scalaire du bulk u(t,x), ou x represente la dimension 



4.2. PROCESSUS DE DISSIPATION ET DE NON-LOCALITE DANS UN 
UNIVERS BRANAIRE EN EXPANSION 64 



supplementaire, est regie par un systeme d'equations couplees qui, sous des approximations 
justifiees plus loin dans ce chapitre, peuvent etre ecrites dans la forme generate suivante 

[— d t a(t, x)d t + d x b(t, x)d x + c(t, x)] u(t,x) = 0, 

[d x + X{t))u{t,x)\ x=0 = P 1 {d t )q(t), 

[d 2 +u 2 (t)]q(t) = P 2 (d t )u(t,x)\ x=0 , (4.4) 

ou P\ et P2 sont des polynomes en d t de degre un et de degre deux respectivement, avec des 
coefficients dependant du temps. La premiere equation est l'equation du mouvement dans 
le bulk, la seconde est la condition de bord sur la brane, de type Neumann, et la troisieme 
l'equation du mouvement pour le degre de liberte sur la brane. Les degres de liberte de la 
brane et du bulk sont relies selon 



q(t) = J dt'G brane (t,t')P 2 (d t ,)u{t',0), 
u(t,x) = J dt'G bulk (t,t',x,0)P 1 (d tl )q(t'), (4.5) 

ou Gbrane = + ^0^)} 1 est le propagateur retarde nu3 de la brane et G^ik le propagateur 
retarde du bulk dans sa forme Neumann. Apres interaction, le propagateur retarde effectif 
de la brane peut etre obtenu en resommant la serie geometrique a tous les ordres de la 
perturbation (ou des effets de retroaction) : 

Gbrane = Gbrane + GbraneP2{P > t)G} m lkPl{D t )G}y rane 

-\~GbraneP2(Dt)GbulkPl(Dt)GbraneP2{Dt)GbulkPl(Dt)Gbrane + ••• 

' (4-6) 



G brane ~ P2(D t )G b ulkPl(D 



ou les deux points du propagateur du bulk resident sur la brane. Ainsi le degre de liberte 
sur la brane se propage selon l'equation integro-differentielle 

G^ ane oq = d*q + u; 2 (t)(l + J dt'K bulk (t-t') q (t') = 0. (4.7) 

Ici le noyau du bulk est donne par 

iWM') = -P2(d t )G bulk (t,t')P 1 (d t ,) (4.8) 

et joue le role d'une "self-energie" qui habille le champ nu de la brane. Les effets de dis- 
sipation locale et les effets non-locaux sont tous contenus dans ce noyau d'interaction. Le 
propagateur retarde nu de la brane Gbrane = [d 2 + u 2 {t)} est le propagateur d'un oscilla- 
teur localise sur la brane et contribue uniquement aux transitions entre modes 4D dues a 
l'expansion de l'Univers. 

On peut considerer pour illustration les couplages suivants 

Pi(dt) = -lx{t)d t , P 2 (d t ) = l2 (t)d t . (4.9) 



J Par "nu" on entend le propagateur des champs libres de la brane, c'est-a-dire excluant l'interaction 
avec le bulk. 
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Puisque la forme Neumann du propagateur retarde du bulk projete sur la brane s'ecrit de 
fagon generale 

G bulk (t, t', x = 0,x' = 0)= 6{t - t')G(t, t', 0, 0), (4.10) 
le noyau d'interaction avec le bulk peut se decomposer en parties singulieres et regulieres 

K Mk (t,t') = KZ7 k (t,t') + KZf k (t,t'), (4.11) 



ou 



*2S(*.0 = 5{t - t'^it^Git^ 0,0)9, 

KrnkM = 9(t-t') l2 (t)d t G(t,t', 0,0)^)0,. (4.12) 

La partie singuliere est responsable de processus de dissipation locaux et la partie reguliere 
decrit des processus non-locaux, tels que ceux resultant de reflections des gravitons dans le 
bulk AdS courbe. La somme infinie sur la partie singuliere 

Gbrane Gbrane ~\- Gbrane ( ^bulk) Gbrane Gbrane ( -^bulk) Gbrane ( ^bulk^) Gbrane 

1 

equivaut en effet a introduire un terme de dissipation local T(t) = 7i(t)7 2 (t)G(t, t, 0, 0) 
dans l'equation effective du mouvement pour le degre de liberte sur la brane. En resommant 
ensuite sur la partie reguliere 

Gbrane Gbrane Gbrane ( -^bulk) Gbrane 

+G b rane ( _ -^feffc) Gbrane {~ ^bulk) Gbrane + (4-14) 

on rajoute la non-localite dans l'equation effective du mouvement de telle sorte que le degre 
de liberte sur la brane se propage selon 

Gwe°<7 = q(t) + nt)q(t)+u 2 (t)q(t)+l 2 (t) f dt'G(t,t',0,0) ll (t')q(t') = 0. (4.15) 

J — oo 

Puisqu'une partie singuliere locale ne depend pas de la courbure du fond, il s'ensuit que le 
terme G(t, t, 0,0), qui apparaft dans le taux de dissipation locale, peut etre remplace par 
le propagateur de Minkowski dans sa forme Neumann. Nous rappelons que le propagateur 
retarde de Minkowski est 

G r * nk (t,t',x,x>) = 6{t - 0)0 [it - t'f - (x - x'f) J [py/{t - t'f -(x- x'yy.16) 

ou p est le moment dans les trois dimensions spatiales transverses. Done G(t, t + , 0, 0) = 
GMinkit, t + , 0, 0) = 1 et le taux de dissipation locale depend seulement des couplages 

r(t) = lx {t) l2 {t). (4.17) 

Notons que nous n'avons fait aucune approximation pour calculer ce taux de dissipation 
locale. Pour des couplages autres que (I4.9p . des termes locaux supplementaires peuvent 
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apparaitre contribuant dans l'equation effective du mouvement par example a un decalage 
de frequence. II se peut que la dissipation soit non-locale (c'est-a-dire qu'elle se manisfeste 
avec une sorte de memoire dans le temps) lorsqu'il n'y a pas de derivees dans les couplages. 
Ce formalisme a partir des fonctions de Green est pratique pour discriminer les transitions 
entre les modes 4D sur la brane dues a l'expansion de l'Univers des transitions entre les 
modes de la brane et les modes du bulk dues a la presence d'une dimension supplemental. 
De plus ce formalisme permet de distinguer les processus de dissipation locaux des processus 
non-locaux. Le but de notre travail est d'estimer par ces methodes les taux de dissipation 
de certains degres de liberte confines sur la brane (ou bien localises pres de la brane) dans 
le cas d'une expansion arbitraire de la brane et sans symetrie particuliere. 

4.3 Perturbations scalaires : Inflaton en roulement lent 
sur la brane 

Les perturbations scalaires sont d'un interet particulier parce qu'elles couplent aux 
perturbations de matiere sur la brane et done peuvent affecter le contenu du tenseur energie- 
impulsion de l'Univers. Elles sont toutes decrite par l'unique champ "maitre" Q tel qu'on l'a 
deja discute a la section [3721 Nous prenons la transformee de Fourier dans les trois directions 
spatiales transverses a cause de l'homogeneite et l'isotropie, et evoluons separement chaque 
mode de Fourier. Dans cette section nous etudions le cas des perturbations scalaires, ou 
le degre de liberte sur la brane est un champ scalaire avec un potentiel en roulement lent 
("slow-roll" en anglais), V(0), de telle sorte que la geometrie induite sur la brane est quasi- 
de Sitter. Durant l'lnflation en roulement lent, l'expansion de l'Univers est done adiabatique 
dans le sens ou H <C H 2 . Le champ scalaire de l'inflaton, 0(r), peut etre caracterise par 
une densite d'energie pu et une pression Pm 

PM = ~<j> 2 + V((f>), 

Pm = \4> 2 -V{<P). (4.18) 

On peut combiner les equations de Mukohyama, exposees a la section 13.2.31 pour les per- 
turbations scalaires, pour obtenir des equations couplees simples pour le systeme brane- 
bulk. Suivant les calculs effectues dans les references [HI [47], on introduit la variable de 
Mukhanov-Sasaki independante de jauge, definie dans [52], pour decrire le degre de liberte 
scalaire sur la brane : 

Q = 5<p-^n b , (4.19) 

ou S(j) est la perturbation de l'inflaton et IZb est une des perturbations scalaires de metrique, 
a savoir la perturbation de courbure (13.241) . projetee sur la brane. Les equations du systeme 
brane-bulk dans le systeme de coordonnees Gaussiennes normales general ( 12.651) est alors 
donne par [4H [47] : 
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Q + 3HQ + ( V - + ) Q + 



2™-2 ^ 

# (A I h 



ou p est le moment transverse et la source J(fi) est donnee par 

-,2 




J(fi) 1^0,(4.20) 



J(Q) 



H 



zE + JL)PL { o ho 

H 2H / 3a 3 



6a 3 
H p 2 



P 

3a~ 2 



■fl - 




h \ p 4 n 



2H 2 / 9a 5 



(4.21) 



Ici les notations sont a(r) = A(r, £ = 0) et TC — (A'/A)\^ =0 . De l'equation de Friedmann 
(I2.7ip . on a de plus que 



K 



<j) 2 /2 = -£H/Vl+£ 2 H 2 . 



(4.22) 



Les equations (14.201) . (14. 2 If) peuvent etre simplifiees dans le cas de l'lnflation a roulement 
lent, comme suit : on neglige toutes les corrections adiabatiques de l'expansion, comme des 
termes du type if /if 2 , excepte pour les termes impliques dans les couplages entre Q et 
Q. D'apres ces approximations et apres changement d'echelle du champ "maitre" selon 
AVt — > Q, nous soutenons que le systeme des equations couplees se simplifie comme 



G^ ane (r,r')oQ(r') 



0, 

Pi(d T )Q(r), 
P 2 (d T )Q(r,Ok= , 



(4.23) 



ou Gbuik est la fonction de Green de l'equation du mouvement exacte dans le bulk, 
Gbrane = [d 2 + 3H (r)d T + p 2 / a 2 } est la fonction de Green "nue" de l'lnflaton sur la brane, 
Pi{d T ) = -(K 2 a 2 <p/p 2 )d T et P 2 {d T ) = -(p 2 <p/(6a 2 H)) [d 2 + H{r)d T + p 2 /a 2 }. La premiere 
equation dans (14. 23H est l'equation d'onde du bulk. La presence de derivees en temps des 
champs dans les couplages brane-bulk induit de la dissipation locale pour le champ scalaire 
sur la brane. Le propagateur effectif sur la brane, prenant en compte l'interaction avec 
le bulk, est obtenu, comme explique a la section 14.21 en resommant la serie perturbative 
geometrique a tous les ordres de retroaction 



Gbrane 

Gbrane Gbrane 



6a 2 H V hulk 
1 



+ nLr bulk + 



bulk 



k a <p 

p2 



G 



brane 



+ ... 
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ou G^ ane = [D 2 + 3HD T + p 2 /a 2 ] decrit la propagation nue sur la brane. G^ ulk est le 
propagateur retarde du bulk dans sa forme Neumann et projete sur la brane, et a la forme 
generate 



bulk 



r,r,£ = 0,£' = 0) 



t-t')G n (t,t', 0,0). 



(4.25) 



Les derivees par rapport au temps du propagateur du bulk ( 14.251 ) apparaissant dans le 
propagateur effectif de la brane (14.241) produisent des termes singuliers et reguliers. Cela 
suggere que la propagation de l'inflaton "habille" contient des corrections adiabatiques 
locales et non-locales : 



1 



K 4> 



G n (t,t,0,0) 



Q + 



2a2 



3H 



K (j) 

~6H 



(2HG n (t, t, 0, 0) + G n (t, r, 0, 0) 



H — -Q + (terme non-local) = 0. 



Q 

(4.26) 



Ici le terme non-local depend de la courbure £ de l'espace AdS et de la courbure intrinseque 
H de la brane, et est donne par les derivees par rapport au temps de la partie reguliere G N 
de la fonction de Green G^ ulk de l'equation d'onde dans le bulk AdS (14.231) : 



(terme non-local) 



2i2 r+°o 



ds 



G N (s) + 2HG N (s) + ^G N (s) 

a 2 



Q(t - s).(4.27) 



Les termes locaux ne dependent pas de la courbure, ce qui signifie que la partie reguliere 
G n (t, r, 0, 0) de la fonction de Green du bulk est egale au propagateur de Minkowski a l'ori- 
gine dans ( 14.261 ). Puisque la forme Neumann du propagateur de Minkowski G^ ink (T, r', £') 
est donne par 



G N Mmk {r, t', e, O = G m (t, t', e, O + G m (t, t', £, 



(4.28) 



ou 



G Mi n k (T,T',Z,e) = 9 ((r - r'f -{£- O") Jo [py/{r ~ r'Y - g - ^) 2 ) , (4.29) 

on a G n (t, t+, 0, 0) = G N Mink {r, r+, 0, 0) = 1 et G N (r, r+, 0, 0) = G N Mmk {r, r+, 0, 0) = 0, de 
telle sorte que l'equation du mouvement effective pour l'inflaton se reduit a 



QH 



1 - 



Q 



6H 



p 

Q H — -Q + (terme non-local) 



0. 



(4.30) 



On peut renormaliser le terme cinetique a un en divisant cette equation par le coefficient 
du terme cinetique et obtenir 



P 



Q + [3H + r(r)] Q + ^ + A(r) Q + (terme non-local) + 0(k 



0. (4.31) 



De l'equation (|4.31l) nous observons que l'interaction de l'inflaton avec les gravitons du bulk 
conduit a de la dissipation locale dans la dimension supplementaire a travers le terme de 
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friction locale apparaissant dans l'equation effective sous la forme d'une derivee premiere 
par rapport au temps T(r)Q. II y a de plus un decalage de phase donne par A(r) = 
(p 2 /a 2 )K 2 <f> 2 /(6H). Nous trouvons que le decalage de phase local de la frequence nue de 
l'lnflaton induit par la dimension supplementaire est : 

m , , H Hi p 2 . . 

Ar = 01-— y —. 4.32 

V ; V J H 2 ^l + H 2 i 2 a 2 y ' 

Nous trouvons que le taux de dissipation local de l'inflaton du a la dimension supplementaire 
est : 

3 

= 0(l)^^£^=H. (4.33) 

On observe que le terme de dissipation TQ domine la correction de phase AQ aux echelles 
superhorizon alors que c'est le contraire aux echelles subhorizon. De plus cette correction 
peut etre du meme ordre de grandeur que les corrections standard a l'Inflation (Stewart- 
Lydth corrections ~ (H/H 2 )H 2 Q [33]). 

Si l'Inflation a lieu dans le regime ou le rayon de courbure du bulk est beaucoup plus 
grand que le rayon de Hubble (Hi ^> 1), le taux de dissipation local de l'inflaton se 
comporte comme 

r(r) H & 1 0(l)^-H. (4.34) 
H z 

Dans le regime quasi-quadridimensionnel (HI <C 1) le taux de dissipation local se comporte 
comme 

Y(r) H ^ <D(l)^-(H£)H. (4.35) 
H z 

Le taux de dissipation est supprime dans le regime quasi-quadridimensionnel par un facteur 
(Hi). Le champ scalaire sur la brane se dissipe lineairement par rapport au parametre de 
roulement lent a n'importe quelle echelle. La dissipation de l'inflaton dans la dimension 
supplementaire est done dominante aux echelles superhorizon et a haute energie. 

Dans le cas des perturbations tensorielles et dans le cas du fluide parfait pour les per- 
turbations scalaires, les equations de Mukohyama n'auront pas de couplage derivatif, ce 
qui fait que les corrections effectives sont non-locales. II est done necessaire dans ces cas de 
connaitre la forme du propagateur du bulk. On est done amene a simplifier les equations des 
perturbations en approximant la geometrie de fond. C'est l'objet des sections qui suivent. 



4.4 Metrique de fond 



Un Univers homogene et isotrope Friedmann-Robertson- Walker (FRW) a (3 + 1) di- 
mensions avec une histoire d'expansion arbitraire, caracterisee par le facteur d'echelle a(r) 
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fonction du temps propre r, peut etre plonge dans une portion de l'espace AdS 5 de rayon 
de courbure £, decrit dans des coordonnees de bulk statique (coordonnees de Poincare) par 

, 9 „ 9 —dt 2 + g?Xo + dz 2 

ds 2 = I 2 ^ , 4.36 

z l 

au moyen du plongement explicite suivant 



z b (r) = e -/*M*-, t b (r) = J y ^ 2 (r) + z 2 (r), (4.37) 

ou H(t) est le facteur de Hubble sur la brane. Nous pouvons construire explicitement des 
coordonnees Gaussiennes normales en calculant la courbe geodesique dans le plan (z,t), 
normale a la trajectoire de la brane de temps propre r et s'etendant a la distance propre 
£ a partir de la brane. Nous obtenons done la projection suivante entre les coordonnees 
Gaussiennes normales et les coordonnees de Poincare : 

p -jdr H(t) 



cosh(£/£) - y/l + £ 2 H 2 sinh(£/£) ' 

iH -fdrH(T) j j&ft/g) 

,(4.38) 



d'ou il s'ensuit l'element de longueur suivant 



cosh(£/£) - y/l + £ 2 H 2 (t) sinh(^) 



2 

£' 2 H 



,ls" - ( Vl + £ 2 H 2 smh(^/£) - cosh(e/£) + Vl + i2R2 smh(e/£) ] dr 2 



2 



+ (yT+WIP smh(£/e) - cosh(e/£)j e 2 f HiT)dT dx. 2 3 
+d£ 2 . (4.39) 

Dans ces coordonnees la brane est stationnaire par rapport au bulk, et £ measure la distance 
propre a la brane. Notons que nous avons deja calcule cette metrique a la section [2.2.21 du 
chapitre [2] en presentant les solutions cosmologiques homogenes et isotropes dans le modele 
de Randall-Sundrum. La seule difference est que nous etions partis des perturbations de 
matiere pour exprimer la metrique alors qu'ici l'elaboration de la metrique est purement 
geometrique. 

Bien que les coordonnees Gaussiennes normales soient commodes pour decrire une brane 
en expansion arbitraire, elles souffrent neanmoins d'un certain nombre de desavantages. En 
particulier une description du bulk avec ces coordonnees s'effondre quand les geodesiques 
spatiales normales a la brane developpe des caustiques, focalisant soit dans le temps a £h = 
fcothT 1 yjl + £ 2 H 2 + £ 2 H/ y/l + £ 2 H 2 ^ , soit dans les dimensions spatiales transverses a 

£ s = fcoth" 1 (y/l +£ 2 H 2 ). M erne si ces singularites peuvent donner l'illusion d'un horizon, 
l'espace AdS du bulk est regulier en ces points et peut etre etendu au-dela en utilisant 
un autre ensemble de coordonnees. Considerons le probleme des conditions initiales dans 
ces coordonnees en examinant le diagramme de Carter-Penrose pour des cosmologies du 
type Randall-Sundrum (Fig. 14. 5|) . II faut specifier des donnees initiales sur une surface 
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de temps Gaussien normal constant, dans le bulk aussi bien que sur la brane. Supposons 
qu'on limite notre ambition a predire ce qui se passe sur la brane dans le futur. L'evolution 
d'un Univers branaire dans sa phase dominee par la matiere (fluide sans pression P = 0), 
qui initialement etait dans sa phase inflationnaire, peut etre causalement affecte dans le 
futur par de l'information inconnue provenant de l'exterieur de l'horizon de Cauchy initial 
du passe, parce que la taille de l'horizon du bulk a augmente durant la deceleration de 
l'expansion de la brane. 

z = z = infinite z = z = infinite z = z = infinite 




FlG. 4.5 Diagrammes de Carter-Penrose pour differentes cosmologies branaires plon- 
gees dans AdS. La ligne en gras indique la trajectoire de la brane de genre temps. La direction 
horizontale represente la dimension supplemental. L'horizon de Cauchy passe est note H{—). De 
la gauche vers la droite : brane Minkowski, brane de Sitter, brane Friedmann-Robertson- Walker. 
Le diagramme le plus a droite decrit un Univers dont l'expansion est initialement inflationnaire 
puis ralentit. 

Le mouvement arbitraire et complique de la brane dans le bulk brise la symetrie de 
translation dans le temps du bulk, de telle sorte que les composantes de la metrique dans 
l'equation (14.391) exhibent une forme non-separable. II s'ensuit que les equations de Muko- 
hyama regissant la propagation des perturbations et presentees au chapitre[3]sont egalement 
non-separables. L'evolution des perturbations du bulk dans la metrique de fond (14.391) n'est 
done pas maniable par des methodes analytiques sans une certaine forme d'approximation. 
Par consequent nous allons modifier la metrique en ne retenant que ses proprietes les plus 
importantes et supposer que la solution du bulk est quasi-separable. Du point de vue d'un 
observateur sur la brane, la plupart de Paction a lieu dans un volume de quelques longueurs 
de courbure de AdS (ou longueur de courbure apparente), ou virtuellement tout le quadri- 
volume est concentre. Les modes du bulk lies a la brane ont presque tout leur support 
localise la, done une approximation mediocre de la metrique loin de la brane risque seule- 
ment de fournir une approximation pauvre de la queue de la fonction d'onde des etats lies, 
mais la queue represente une probability quasiment nulle. Nous pouvons aussi esperer que 
chaque quanta qui s'echappe de la brane, a cause d'effets non-adiabatiques de l'expansion 
cosmologique, ne revient pas a cause de reflections ou diffractions dans le bulk courb^E 

2 En fait nous allons voir comment approximer l'inhomogeneite du bulk AdS et omettre ainsi les effets 
non-locaux dus aux reflections afin de se concentrer sur la dissipation a la section [4.5. 1\ oil on introduira 
l'approximation par un "potentiel-plateau" valable a haute energie Hi ^> 1. 
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Par consequent un observateur sur la brane sera peu sensible a la fagon dont ces quanta 
s'echappent, qui va dependre de la forme de la metrique loin de la brane. De plus, dans 
l'approximation WKB, la plupart des quanta deviennent classiques a une distance courte 
de la brane. Pour toutes ces raisons nous pouvons approcher la geometrie de fond (14.39p 
par sa geometrie proche de la brane (£ -C £), a l'aide de l'element de longueur suivant 

ds 2 « di 2 - e- 2a ^dr 2 + e- 2a2{T)] -Ta 2 (r)dxl (4.40) 

ou on a Z 2 -symetrise en £ et ou les facteurs de gauchissement ("warp factors") dependant 
du temps et le facteur d'echelle sont respectivement donnes par 

ai {r) = Vl + £ 2 H 2 + 



Vi + £ 2 H 2 ' 



a 2 {r) = Vl + £ 2 H 2 , 
a( T ) = e $ H{ - T)dT . (4.41) 

Dans cette approximation (14.401) les singularites de coordonnees se trouvent rejetees a 
l'infini. 



4.5 Perturbations tensorielles dans le bulk approxime 

Nous etudions le cas le plus simple des perturbations tensorielles, decrivant les ondes 
gravitationnelles, qui evoluent independamment du contenu de matiere sur la brane. Nous 
utilisons la geometrie de fond approchee (14.401) . qui est fiable pres de la brane. Chaque 
polarisation des perturbations tensorielles est decrite par un champ scalaire canonique sans 
masse, minimalement couple a la gravite comme on l'a deja discute a la section 13.2.11 
du chapitre El Nous prenons la transformee de Fourier dans les trois directions spatiales 
transverses et evoluons separement chaque mode de Fourier. Comme nous allons le voir 
dans la section qui suit, meme dans la geometrie approchee (14 . 40ft . les equations du mou- 
vement ne sont toujours pas separables. On peut realiser la separation des equations en 
approximant l'inhomogeneite du bulk AdS, mais on se concentre en meme temps seulement 
sur les processus de dissipation en rejetant les processus non-locaux dus a la diffraction des 
gravitons dans le bulk. 



4.5.1 Le potentiel-plateau 

L'equation de Klein-Gordon du mouvement du champ scalaire sans masse donnee 
en ( I3.17p . est dans la metrique de fond approchee (14.401) 



-d 2 



a 



P 



a 



a i 



,a 2 



^ = 0, 



dl - sgn(0 ^ + 



«1 3d!2 



f 



(4.42) 
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ou p est le moment dans les trois dimensions transverses. A partir de cette equation, 
valide dans l'intervalle — oo < £ < +00, on peut extraire la condition de bord de Neumann 
homogene (13.181) en £ = pour les modes pairs (i.e. Z 2 -symetriques). En changeant d'echelle 
le champ physique selon 



'equation du mouvement devient 



(4.43) 



P e - 2 ! 



$ = 0. 



(4.44) 



L'equation du mouvement n'est pas encore separable. Cependant, comme l'etat lie est loca- 
lise pres de la brane, une approximation adequate pour revolution de l'etat lie du graviton 
peut etre obtenue en retenant seulement le comportement dominant autour de £ = des 
coefficients dependant de £, ce qui simplifie l'equation. Sans doute c'est une approximation 
grossiere pour les bouts de la fonction d'onde de l'etat lie mais nous soutenons que les bouts 
contribuent de fagon negligeable. Par consequent on pose 



-2oi J£i 



reduisant l'equation (14.44ft a une equation de type Schrodinger 



~H 2 + -H 



-<9f$ + V(£,t)Q = -<9 2 $ 
avec le "potentiel-plateau" effectif 

V&t) = -V {r)5{0 + 



P 



a 2 (r) 



(4.45) 



(4.46) 



Voir) 



(4.47) 



ou 



Vo(r) 



- 4Vl + £ 2 H 2 + 



(4.48) 



La condition de bord pour le champ renormalise $ est inscrite dans dans la fonction S du 
potentiel et peut etre obtenue en integrant l'equation Z 2 -symetrique ( 14.460 . De maniere 
equivalente on aurait pu imposer la condition de bord separement 



Vn(r) 



5=0+ 







(4.49) 



en £ = et restreindre le domaine de (14.461) a £ > 0, supprimant ainsi la fonction 5. Sous 
cette approximation, le cratere du potentiel- volcan habituel [9l \W\ est fidelement conserve 
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~ / 



-2 



H / » 1 



de Sitter brane 



FlG. 4.6 Approximation du potentiel-volcan par le potentiel-plateau a haute energie 



mais le paysage autour du sommet reste a elevation constante, tel qu'indique a la figure 
Fig. 14.61 a droite. 

Lorsque la brane possede une geometrie de Sitter pur, les equations d'Einstein linearisees 
dans AdS pour les perturbations tensorielles peuvent etre reduite a une equation de type 
"Schrodinger" pour un champ scalaire dans des coordonnees du bulk conformes et une fois 
que le champ a ete change d'echelle. L'expression exacte du potentiel effectif a ete calculee 
en [H] et a ete donnee a la section 12.2.11 Le potentiel a dans ce cas la forme habituelle 
d'un volcan avec une barriere de potentiel decroissante resultant de la courbure du bulk 
AdS (Fig. 14.61 a gauche). La hauteur de la barriere de potentiel est 0(£~ 2 ) et le gap (ecart) 
d'energie entre le mode zero et le continuum est 0(H 2 ). Done l'approximation du potentiel- 
plateau que nous avons utilisee precedemment consiste a negliger l'inhomogeneite du bulk 
AdS et par consequent la diffraction des gravitons par le bulk courbe. Cette approximation 
est legitime dans le regime cosmologique ou le rayon de courbure du bulk est beaucoup 
plus grand que l'horizon de Hubble, H£ ^> 1, e'est-a-dire a haute energie (ou tot dans 
l'histoire de l'Univers). C'est parce que dans ce regime, l'intervalle d'energie de la barriere 
de potentiel est de l'ordre £~ 2 , ce qui est beaucoup plus faible que l'echelle d'energie de 
Hubble H 2 caracterisant le gap. Dans ce regime le potentiel-volcan ressemble au potentiel- 
plateau (Fig. 14.61) . ce qui legitime l'approximation. Dans le regime oppose ou le rayon de 
courbure de la dimension supplementaire est beaucoup plus petit que l'horizon de Hubble, 
HI < 1, notre approximation echoue parce que l'intervalle d'energie de l'inhomogeneite du 
bulk est maintenant non-negligeable. Done dans ce regime le potentiel-plateau donnerait 
seulement des bornes superieures et inferieures grossieres au vrai potentiel-volcan. 

4.5.2 Dissipation de l'etat lie du graviton pour une brane infla- 
tionnaire a haute energie 

Nous constatons que la forme du potentiel-plateau (14.471) implique, pour le spectre 5D 
de gravitons, la presence d'un unique etat lie a la brane, le mode zero du graviton, et 
d'un continuum de modes libres de diffusion dont les valeurs propres de masse demarrent 
au-dessus du plateau. Nous developpons la fonction d'onde sur la base des modes normaux 



Hi > 1. 




(4.50) 
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ou le b indexe le mode lie et les k indexent les modes du continuum. Les fonctions propres 
des modes n (£; t) (n = b, k) sont dependantes du temps et satisfont 

(-dl - V (t)5(0 + Ui; r) = ml(T)MZ; r). (4.51) 

Le spectre i^-symetrique de l'equation (14. 5 11) consiste effectivement en un unique etat lie 
avec (r) = : 



r) = N b (T)e-*pM, N b (r) = y/V (r)/2 (4.52) 
et en un continuum d'etats libres k du bulk avec rn\{r) = k 2 + Vq(t)/A : 



cos(A;0-^sin(^|) 



N k (r) = k . (4.53) 



Un gap d'energie de Vo(t) 2 /4 separe l'etat lie du continuum. 

Nous considerons l'Univers pendant l'epoque de l'lnflation, lorsque la geometrie de la 
brane est quasi-de Sitter et l'expansion adiabatique, dans le sens ou if H 2 . Dans ce 
regime l'interaction brane-bulk peut etre calculee de fagon perturbative dans les couplages 
faibles. Dans le cas des perturbations tensorielles, le seul degre de liberte sur la brane est 
l'etat lie discret du graviton (mode zero). Nous pouvons calculer le taux de dissipation 
de l'etat lie du graviton du au mouvement inflationnaire de la brane dans le bulk. Dans 
l'approximation adiabatique on a que 

Hi 



V q (t) w A^1 + £ 2 H 2 (t)/£, Vq & AH—= (4.54) 



2 



1 + (Hi) 

On obtient l'equation devolution des coefficients c n (r) (n = b, k) dependant du temps du 
developpement en modes dans le bulk approxime decrit en (14.401) : 



C n + 



^ -\H 2 + m 2 n {r) 



a 2 (r 




-2Vb 



+ (termes d'ordre superieur) 



dVa 



(4.55) 



ou les termes d'ordre superieur incluent deux derivees temporelles du potentiel (e.g. H, H 2 ). 
Les termes (<p n \9(pn/ dVo) s'annulent puisque les modes propres sont reels. Les termes 
(4>k\d4>k' / dVn) connectant deux etats du continuum sont egalement nuls a cause de l'or- 
thogonalitcl Les seuls elements matriciels non nuls sont ceux qui connectent le mode lie a 
un mode du continuum, 



dV 



2NtN h 



+oo 



COS (kg) 



Voir) 
2k 



sin (k£) 



2 



N* k (r)N b (r) 



k 2 + 



(4 



3 L'orthogonalite est le resultat ici de la forme simplifiee du potentiel-plateau. 
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L'equation (14.551) se reduit done a 

c k + nl(r)c k « -7k{r)c b {r) + O (V 2 ,V o y (4.57) 
c b + n 2 b (r)c b « y dA^r^r) + (V 2 , K ) , (4.58) 

couplant ainsi l'etat lie c b aux etats c k du continuum avec k > 0. Dans l'approximation 
adiabatique le facteur de couplage au premier ordre 7/c(r) et les frequences Q b , sont 



lk(r) = V (r) 



n?(r) - -£--V(r), 



2F (r) fe 



a 2 (r) 4 

_ P !) II 1.2 



a 2 fr) 4 J 



« -^r-7^(r) + ^ + ^p. (4.59) 



Le couplage dependant du temps dans (I4.57D genere des transitions entre le mode lie et 
le continuum, parce que les modes nus a l'ordre zero agissent comme une source pour 
les modes au prochain ordre. Des que l'acceleration de la brane change dans le bulk, a 
travers la derivee du facteur de Hubble H(t) (ou de maniere equivalente Vq(t)), le mode 
in agit comme une source a travers le facteur de couplage et genere differents modes au 
premier ordre. Par consequent des transitions du mode lie vers le continuum se produisent 
au premier ordre dans les couplages, et les modes continus du premier ordre agissent ensuite 
eux-meme comme une source pour le mode lie, comme un effet de retroaction au deuxieme 
ordre. Le mode lie a la brane et les modes continus du bulk sont relies selon 



Ck(r) = / dr'G k bulk (T,T')(~ lk (T'))c b (r'), 

J — oo 

Cfe(r) = / dr'Gbrane^T') / dkj k (r ') Cfc (t') , (4.60) 



ou G bulk (r, t') et G brane (T, r') sont les fonction de Green retardees nues satisfaisant 

{d 2 T + nl(r))G k bulk (T,r') = 5(r-r'), 

(d 2 + n 2 b (r))G brane (T,r') = 5(t-t>). (4.61) 

Nous pouvons exprimer la fonction de Green retardee du mode k du bulk dans l'approxi- 
mation WKB 

i , ,, , ,s sin ( \ T . Ofc(r)dr) 

Gtlkijy) ~ Cr-O-P • 4 - 62 

Cette approximation WKB est raisonnable parce que les modes propres du bulk oscillent 
tout le temps. II n'y a pas de point de rebroussement puisque Vl? k « p 2 /a 2 — 9H 2 /4 + k 2 + 
Vq /4 > est toujours verifie. La condition Q k <C Sl\ est satisfaite a la fois pour des modes 
subhorizon, p ^> aH , et des modes superhorizon, p <C aH. Le propagateur effectif sur la 
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brane, avec l'interaction avec les modes du bulk prise en compte, est obtenue en resommant 
la serie perturbative geometrique a tous les ordres : 



G 



brane 



Grbrane G brane 
G brane 



dk lk D T G k bulk (- 7fc ) D T 



G 



brane 



J dk lk D T G k bulk {- lk ) D T G brane J dk r YkD T G b \ llk (—7*.) D 
1 



G^ ane + Jdk lk D T Gt lklk D T 



(4.63) 



L'interaction quadridimensionnelle entre les modes de la brane, due a l'expansion de l'Uni- 
vers, est contenue dans G br \ ne , alors que l'interaction entre le mode lie et les modes du 
continuum est contenue dans le noyau du bulk : 



K(tS) 



dk lk (r)d T G k bulk (T,T') lk (r') 



9(t - t') / dk lk (r) 



n k (r') 



cos 



n k (r)dr lk {r') 



(4.64) 



de telle sorte que revolution du mode lie a la brane est gouverne par l'equation integro- 
differentielle : 



Gfrane ° C b 

d 2 T c b (r) + n 2 b (T)c b (r) + f dr'K(r, r')d T/ c b (r') = 0, 

J —00 



(4.65) 



ou le noyau d'interaction avec le bulk K(r, r') "habille" le champ nu de l'etat lie. La dis- 
sipation eventuelle de l'etat lie apparait done ici comme non-locale (avec memoire) a un 
observateur sur la brane. Ce caractere dissipatif se manifeste de fagon non-locale parce que 
l'etat lie n'est pas un degre de liberte purement local sur la brane mais localise pres de la 
brane, avec une extension typique dans le bulk donnee par £ att = (Vo/2) _1 . L'existence de 
l'etat lie depend intrinsequement de la courbure du bulk l~ x . Cette condition est incom- 
patible avec une interaction locale avec le bulk. Dans la limite de haute energie Hi ^> 1 
(ou le potentiel-plateau est une approximation fiable), on a 14 ~ AH , Vq = AH. Le noyau 
d'interaction avec le bulk (14.641) se simplifie dans la limite Hi 3> 1 comme 



tt (k 2 + AH 2 )' 



cos 



k 2 + 7 -H 2 s ) (4.60) 



aux echelles superhorizon, et comme 



K(t,t') 



(t - t')H 



., 1 00 „ 128k 2 H 
~ 1 dk- 



k 2 + 



1/4 



Ti(k 2 + AH 2 y \k 2 + ^f 



cos 



(r') 2 

{T-r>) C0S (P( e -Hr_ e -Hr 




k 2 + 



-dr 



a(f) 2 

'))0{r-r') (4.67) 
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FlG. 4.7 Evolution du noyau d'interaction avec le bulk, K (s), en fonction du temps 
s, aux echelles superhorizon p << aif et dans la limite ii£ » 1. Sur la figure H = 1. 

aux echelles subhorizon, ou dans ce dernier cas l'integrale sur k est supprimee pour k^> H . 
Nous avons utilise le fait que H , if sont quasiment constant au cours du temps dans 
l'approximation adiabatique. Le noyau superhorizon (14.660 est trace sur la figure Fig. 14.71 
Nous observons que le noyau est non-local, variant typiquement sur un echelle de temps 
de Hubble H~ l . L'interaction avec le bulk contient done une memoire (ou un delai en 
temps). Par consequent une approximation locale du noyau ne serait possible que si le 
mode lie variait avec une echelle de temps caracteristique plus grande que le temps de 
Hubble. 

Au cours de l'lnflation, le rayon de Hubble de l'Univers reste quasiment constant dans 
le temps, alors que la longueur d'onde physique d'un mode augmente de fagon exponentielle 
a cause de l'expansion. Au debut de l'lnflation un mode de nombre d'onde donne est initia- 
lement subhorizon de sorte que p ^> a(r)H. Au fur et a mesure de l'expansion de l'Univers, 
ce mode traverse l'horizon pour devenir superhorizon. Alors que les modes oscillent aux 
echelles subhorizon, ils deviennent "geles" apres le croisement de l'horizon de Hubble. Un 
observateur est sensible seulement aux modes superhorizon sur la brane qui sont les modes 
accessibles aux observations cosmologiques aujourd'hui et qui constituent les "conditions 
initiales" de l'Univers a la fin de l'lnflation. Pour ces raisons nous nous concentrerons sur les 
modes aux echelles superhorizon (ou, de fagon equivalente, aux asymptotes a grand temps 
des modes) 

p < a(r)H. (4.68) 

L'evolution des modes de la brane aux echelles superhorizon, prenant en compte l'inter- 
action avec le bulk a travers le noyau integral K(t,t'), est non-locale. Par consequent 
revolution (et la dissipation eventuelle) des modes superhorizon sur la brane depend en 
fait de leur evolution passee aux echelles subhorizon, a travers l'interaction du bulk avec 
les modes aux echelles subhorizon. Aux echelles superhorizon, la frequence nue du mode lie 
est imaginaire 

fig(r) = -\h\t). (4.69) 
Le coefficient du mode lie, nu, cf\r), excluant l'interaction avec le bulk, est la superposition 
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d'un mode croissant et d'un mode decroissant 



c[ 0) (r) = A + e + ^ H ^ dT + A.e~^ H ^ 

IHt i a „-%Ht 



ss A + e + i HT + A_e~2 nT , (4.70) 

aux echelles superhorizon, dans l'approximation WKB. Puisque nous avions change d'echelle 
le champ physique en (14.431) par le facteur a 3 ^ 2 (r), le vrai mode lie est en fait la superposi- 
tion d'un mode constant et d'un mode decroissant. Les solutions nues ( 14.7011 correspondent 
egalement aux asymptotes superhorizon de la solution quadridimensionnelle donnee par la 
fonction de Hankel dans la limite d'une geometrie purement de Sitter a quatre dimensions : 



-pv- " 



3 / 2 V F ''-a(r)H 



p/aiJ>l +,■ E 



ou rj est le temps propre conforme et a(r) = e Hr . Le mode decroissant n'est pas observable 
et a peu d'interet cosmologique pour la formation des structures a grande echelle dans 
l'Univers. Dans la suite nous considerons seulement la solution dominante composee du 
mode croissant. 

Nous pouvons maintenant rechercher le mode croissant superhorizon de l'etat lie "ha- 
bille", c'est-a-dire tenant compte de l'interaction avec le bulk, en utilisant l'Ansatz super- 
horizon : 



c 6 (r) = exp[+ 7 r], (4.72) 

ou 

7 = ^H + Aj, A 7 <^. (4.73) 

Comme le noyau d'interaction avec le bulk est non-local, nous devrions prendre des pre- 
cautions en inserant cet Ansatz superhorizon dans le noyau integral de l'equation (I4.65jl . 
L'integration complete et rigoureuse devrait bien-entendu prendre en compte la contribu- 
tion du regime subhorizon, ou le mode lie a une forme differente de l'Ansatz superhorizon 
( 14.7211 . Cependant, nous conjecturons que, lorsqu'on observe la solution "habillee" aux 
echelles superhorizon aujourd'hui, les effets integres des modes subhorizon dans leur in- 
teraction avec le bulk sont sous-dominant en comparaison de la contribution des modes 
superhorizon. C'est parce que l'amplitude des modes subhorizon est supprimee par rap- 
port a l'amplitude des modes superhorizon. On peut egalement remarquer en (14.670 que 
le noyau integral aux echelles subhorizon est diminue par le facteur exp [— f H(r)/2 dr\ 
par rapport a sa limite superhorizon. Utiliser l'Ansatz (14.721) a tout temps pour resoudre 
l'equation integro-differentielle (14.651) pour l'etat lie est en fait equivalent a lisser les oscil- 
lations subhorizon de faible amplitude dans la solution exacte du mode lie. Pour ces raisons 
nous considerons l'Ansatz superhorizon (14.721) suffisant pour resoudre l'equation integro- 
differentielle ( 14.651) et calculer l'ordre de magnitude du taux de dissipation de l'etat lie aux 
echelles superhorizon. 
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Nous procedons done maintenant au calcul du facteur d'attenuation du mode lie crois- 
sant dans le regime de haute energie Hi 3> 1. Dans ce regime le rayon de courbure de la 
dimension supplementaire est beaucoup plus grand que le rayon de Hubble de sorte que 
taux de dissipation de l'etat lie dans la dimension supplementaire doit atteindre sa valeur 
maximale. Comme nous l'avons discute au paragraphe 14.5.11 le potentiel-plateau est une 
approximation fiable dans ce regime pour apprehender le comportement et la magnitude 
de l'interaction brane-bulk. La hauteur du potentiel-plateau vaut alors Vq(t)/A rs AH 2 {t) 
et le coefficient du mode lie "habille" evolue aux echelles superhorizon selon l'equation 



q r+°° 
c 6 (r) - -H 2 (r)c b (r) + / dsK(s)c b (r - s) = 0, 
4 Jo 



(4.74) 



ou K(s) est le noyau d'interaction avec le bulk pris dans la limite superhorizon, eqn. (14.66p . 
L'insertion de l'Ansatz 1 14. 72ft dans ( 14.74ft conduit a l'equation algebrique 



7 2 - -H 2 

1 4 



—H 2 H I ,lk 
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o (k 2 + AH 2 Y (k 2 + \E 2 + 7 2 ) 



(4.75) 



qui, a l'ordre lineaire en A7, devient 

128 



3#A 7 



H 2 H 



TV 



q r°° 
-H 2 / dk- 



(k 2 + AH 2 ) 



(4.76) 



de telle sorte que 



A7 




(4.77) 



Le signe moins trouve dans A7 signifie une attenuation du mode croissant dans la 
dimension supplementaire. Le potentiel-plateau possede l'avantage d'eliminer les processus 
de diffraction (ou reflection) dans le bulk courbe en approximant l'inhomogeneite du bulk, 
ne preservant ainsi que les processus de dissipation due a la dimension supplementaire. 
Meme si l'etat lie ne se dissipait pas dans le regime subhorizon et subissait seulement un 
decalage de frequence, on observe que l'etat lie subit de la dissipation classiquement dans 
le regime superhorizon selon 



-jr(r)dr<0). 



(4.78) 



ou <4°^(t) est le mode croissant nu. Le taux de dissipation T(t) = — A7 de l'etat lie dans 
le regime superhorizon est done donne par 



r(r) 



(9(1) 




H. 



(4.79) 



Les gravitons emis dans la dimension supplementaire sont oscillant a tout temps puisque 
leur frequence reste au dessus du plateau du potentiel. Terminons cette section en re- 
exprimant le facteur d'attenuation en fonction du parametre de slow-roll de l'Inflation 
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6h = —H/H 2 , caracterisant l'adiabaticite de l'expansion de l'Univers, et du nombre d'e- 
folds N : 

e -/r(r)dr = e -C(l)e%N_ (4 _g 0) 

L'etat lie du graviton (mode zero des perturbations tensorielles) se dissipe de fagon 
non-locale et quadratiquement dans le parametre de slow-roll. La dissipation de l'etat lie 
est done sous-dominante par rapport a la dissipation de l'Inflaton (perturbation scalaire, 
section l4~3l ). 



4.6 Perturbations scalaires dans le bulk approxime : fluide 
parfait adiabatique aux echelles subhorizon 

Dans cette section nous explorons revolution des perturbations scalaires de metrique, 
dans la geometrie de fond approchee ( 14.401) . couplant cette fois aux perturbations adia- 
batiques d'un fluide parfait sur la brane dans le regime subhorizon. Dans la geometrie de 
fond approchee (14.401) . fiable pres de la brane, l'equation du mouvement ( 13.251) du champ 
"maitre" de Mukohyama dans l'intervalle < £ < +oo s'ecrit : 



3a 2 



a 2 I 2 



n = o, 



(4.81) 



ou p est le tri-moment transverse. De fagon similaire au cas tensoriel de la section 14.51 
precedente, nous reduisons l'equation du mouvement ( 14.811) . en faisant le changement de 
variable 



n. 



(4.82) 



L'equation dans le nouveau champ s'ecrit : 




(4.83) 



Elle contient des termes dependant de £ representant l'inhomogeneite du bulk AdS. L'equa- 
tion du mouvement n'est malgre tout pas encore separable. Cependant, comme a la section 
14.5.11 pour le cas tensoriel, lorsque nous avons introduit le potentiel-plateau, nous simpli- 
fions de nouveau la dependance en £ en gardant seulement le comportement dominant des 
coefficients en £ autour de £ = 0. On pose 



-2ai§ ^ 



-2£ 



OL 1 OLO 



o(o,o (e) « o, 



(4.84) 
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reduisant l'equation (14.831) a 



[d 2 -d 2 + oo 2 (r) + X' 



n 



(4.85) 



ou 



A(r) 
c 2 (r) 



Cti — «2 



21 

K- 5 -^- + l -H. 
a 2 4 2 



IE 

, < 0, 

2VTTM 2 ~ 



(4.86) 



La courbure du bulk £ est contenue dans A(r) et la courbure intrinseque de la brane if est 
contenue dans Co. Soulignons le "mauvais" signe du potentiel A(r) pour les perturbations 
scalaires puisque H{r) < 0. En fait la brane va agir dans ce cas comme un potentiel (+5) 
repulsif pour les perturbations scalaires de metrique dans un cadre Z 2 -symetrique, de telle 
sorte qu'il ne peut exister d'etat lie gravitationnel scalaire pres de la brane, au moins tant 
qu'il n'y a pas de couplage avec la matiere sur la brane (voir equation de bord (14.881) ). 

Le cas d'un fluide parfait sur la brane (d'equation d'etat Pm = wpm) entraine quelques 
difficultes dans le calcul de revolution des perturbations parce que l'expansion de la brane 
n'est plus adiabatique. H / H 2 n'est pas petit excepte lorsque le fluide est sous-dominant 
par rapport a la tension de la brane a (constante cosmologique). Dans cette section nous 
explorons la dissipation eventuelle des perturbations du fluide dans le regime subhorizon 
parce que, dans ce regime, l'approximation adiabatique de l'expansion est valide. En effet 
aux echelles subhorizon la geometrie de la brane apparait quasiment Minkowskienne. 

Les conditions de bord (13.261) . reliant le champ "maitre" des perturbations de metrique 
aux perturbations du fluide sur la brane, deviennent dans la geometrie de fond approximee 
(I4.40P valide pres de la brane : 



K 2 aSp 
n 2 aSq 

K 2 aSP 



6=0 



n' + ^n) +2H (tt' + ^Ct) + 



£H\e 2 3 a 2 tE\t t 



(4.87) 



II est possible de simplifier les conditions de bord ( 14.871) pour les perturbations scalaires 
de metrique en exprimant celles-ci en fonction de la perturbation de matiere independante 
de jauge (p — a) A = 5p — 3HSq (contraste de densite). On obtient alors les conditions de 
bord suivantes : 



-n 2{p - a J a3 A(r) 



(4.88) 



=o p z 

qui, en fonction du champ "maitre" renormalise ( 14.821) . conduisent aux conditions de bord 

2 {p-a) a^ 2 



(d e + A(r))^ =0 



-K 



P 



-A(r), 



(4.89) 
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ou A a ete donne en (14.861) . 

L'equation du mouvement pour les perturbations de matiere sur la brane peut egalement 
etre obtenue a partir des conditions de bord ( 14.871) en imposant une equation d'etat sur les 
perturbations de matiere. Nous considerons des perturbations adiabatiques de matiere (i.e 
sans entropie) 

SP = c 2 s 5 Pj (4.90) 

ou c 2 = P/p est la vitesse du son du fluide. On obtient l'equation du mouvement pour le 
contraste de densite A, similaire a l'equation obtenue dans |46j, 



A+ (8 + 3c 2 - 6e) HA + 



^ + (10 + 6c 2 - Ue + 3e 2 ) + (5 + 3c 2 - 9c) ^ 



A 



= e^a^n^, (4.91) 
ou, selon la dynamique des Univers branaires |20j,|29], presentee a la section [2.2.21 

p = -3H(P + p) = -3H(1 + w)p M , 

e = 1 + w, p M = p-cr, P M = P + a. (4.92) 

L'equation d'etat du fluide parfait sur la brane est Pm = vopu- Nous pouvons aussi changer 
d'echelle le degre de liberte sur la brane comme e^ 2 ' ) f( 8+3c ^ 6£ ) HdT /\ s . — > A pour obtenir 
une equation d'oscillateur. Finalement les equations couplant les perturbations scalaires de 
la brane aux perturbations scalaires du bulk peuvent se resumer sous la forme generique 

tt-Q" + ui 2 {t)Q + \ 2 {t)Q = 0, 

n'\t =0 + A(r)fi| 5=0 = -7i (r) A, 

A + u 2 (t)A = 72(r)fi| € =o, (4-93) 

ou A et to ont ete donne en (14.861) et 

-oV) = P ^+(l0 + 6c 2 s -Ue + 3e 2 )^f + (5 + 3c 2 s -9e)^ 

~ (8 + 3c 2 - 6e) 2 H 2 - X - (8 + 3c 2 - 6c) H + 9H 2 e(e - c 2 - 1), 

3 12 

7l ( T ) = r } PM(L c -(l/2).f(8+3^-6 t )gdr 

72 (r) = e |l a 3/2 e +(l/2)/(8+3c ? -6e)if d r (4g4) 

L'observation immediate, en reference a la section l4~2l est l'absence de couplages derivatifs 
en temps pour le systeme brane-bulk dans (I4.93[) . Par consequent la dissipation eventuelle 
du fluide sur la brane vers le bulk ne peut etre que non-locale malgre que le fluide parfait 
soit local (i.e. vraiment localise sur la brane). Dit autrement, aucun terme de friction locale 
de la forme T(r)d T ne peut apparaitre dans l'equation effective sur la brane, cela signifie que 
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la dissipation eventuelle du fluide sur la brane contient necessairement une memoire ou un 
delai en temps. La non-localite de l'interaction brane-bulk provient des effets de courbure. 

La physique sous-jacente peut etre illustree en utilisant le modele mecanique suivant. 
Considerons une corde couplee par son extremite a un oscillateur harmonique avec deux 
ressorts, comme indique sur la figure Fig. 14.81 Les equations pour ce modele sont similaires 



'L 

w min 




FlG. 4.8 Modele mecanique pour les perturbations branaires scalaires dans le cas de 
perturbations adiabatiques d'un fluide parfait. La corde, representant les gravitons du bulk, est 
couplee, par un ressort intermediate w^, a un oscillateur harmonique representant les perturbations 
du fluide sur la brane. 

a celles obtenues pour les perturbations scalaires du systeme brane-bulk : 

u - u" + u 2 min {t)u = 0, 
7(*XU=o - vl(t)u\ x=0 = -ul(t)q(t), 

q+(u 2 (t)+u 2 (t))q = u 2 (t)u\ x=0 , (4.95) 

ou 7 est la tension de la corde exprimee comme une frequence, et uj 2 et uj 2 sont les constantes 
de raideur des deux ressorts exprimees comme des frequences au carre. Le ressort inter- 
mediaire entre la masse et la corde joue le role d'un tampon. En l'absence de ce tampon, 
le couplage avec la corde introduirait un terme local de derivee premiere en temps (terme 
de friction) dans l'equation effective pour l'oscillateur harmonique, indiquant alors une 
dissipation locale de l'oscillateur vers la corde. Ce n'est pas le cas ici. 

En l'absence du terme de masse (force de rappel) sur la corde, les equations seraient 

u(x, t) — u"(x, t) = 0, 
7m'(x = 0, t) — uj 2 u[x = 0, t) = —uj c 2 q(t), 
q(t) + (LU 2 + LU 2 )q(t)-LU 2 u(x = 0,t) = f{t), (4.96) 

ou f(t) est un terme de forgage. Pour des coefficients independant du temps, les Ansatze 
u(x, t) = u ■ exp[iu(x — t)], q(t) = q ■ exp[—iut], et fit) = f ■ exp[— iut] entrainent 

- uj 2 q{uj) + (^ 2 + uj 2 )q{uj) - "\ q(cu) = f(cu), (4.97) 
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qui equivaut a 



poo 

q(t) + (lu 2 + uj c 2 )q(t) + / dsK(s)q(t-s) = f(t), (4.98) 

Jo 



ou 

, duj u c A exp [— iujt] 
K(t) - 1 .iii 



-oo ( 27 ^c 2 -^7 

0( t ) exp[-cu c 2 t/ 7 ] 

7 

-(cj c 2 A) 0(t) exp [-At] (4.99) 



et A = ojc /"/. Par consequent, l'equation (14.981) devient 

/■oo 

g(t) + (aV + o; c 2 )g(t) - c; c 2 A / ds exp[-As] q(t - s) = f(t). (4.100) 

Jo 

Dans le cas limite ou A > ujq, oj c , on peut faire le developpement 



A 



POO 

/ ds exp[-As] q(t - s) » g(t) - A _1 g(t), (4.101) 
Jo 

tel que requation (l4.100p peut etre approximee par 

?(*)+7<K*)W<7(t) = /(*)■ (4.102) 

Nous considerons ensuite l'equation d'onde pour la corde incluant le terme de masse 
(force de rappel), de sorte qu'il y a maintenant une frequence minimum uj m i n pour exciter 
les modes de la corde (ou les modes se propageant dans le bulk). On a 

u - u" + u 2 min u = 0. (4.103) 

Dans ce cas le noyau est modifie pour devenir 

f . f +ao du ojc" expl— iuit] 

J-oo Wu^-tJy/uP-U^ 

Lorsque u min n'est pas trop grand, u min < A = cu 2 /7, il y a un pole isole en u = — zA, ou 



A = ~ «>min = V A2 "WL. ( 4 - 105 ) 

et une coupure sur l'axe reel s'etendant de = -w m j„ a u = +u min . Pour obtenir un 
noyau causal, on doit prendre un contour passant au-dessus de la coupure sur l'axe reel. 
Pour t > 0, ou le noyau a son support, nous evaluons le contour en le deformant tel qu'il 
y ait deux contributions K(t) = K\(t) + K 2 (t) (voir Fig. 14.91 (a)). Le premier terme a pour 
origine le contour encerclant le pole dans le sens des aiguilles d'une montre : 



K x {t) = -(uj 2 c \)6(t) exp [-At] V^!±i^i. ( 4 .i 6) 
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Le second a pour origine le contour encerclant la coupure dans le sens des aiguilles d'une 
montre, comme indique a la figure Fig J4.9( a) : 



K 2 (t) = -u 2 c X 



duj 

W) 



exp [— iut] 



1 



LU 2 + X 



-LU 2 + X 



.(4.107) 




FlG. 4.9 Proprietes d'analyticite du noyau dans le plan complexe. Schema (a) : si uj m i n < 

A = alors il y a un pole isole sur l'axe imaginaire negatif et une coupure [— oJmin-, +^>min] sur 

l'axe reel. Schemas (b) et (c) : si oj m i n > X = to 2 /^/ alors le pole se deplace vers l'axe reel, sous la 
coupure, ainsi que son image mirroir qui vient du second feuillet de Riemann. On peut deformer 
la coupure en la repoussant vers l'infini negatif (schema (c)). 



Quand oo m i n approche A = le pole sur le demi-plan inferieur s'approche de u = 0. 

II y a un second pole, image miroir du premier, u = +iA. Cependant ce pole reside sur 
l'autre feuillet de Riemann, cache derriere la coupure. Lorsque ui m i n excede A = ces 
deux poles entrent en collision et diffusent a angle droit en residant sur la ligne reelle de la 
coupure (ou juste en dessous apres la deformation faite a la figure Fig. 14.91 (b)) . On peut faire 
disparaitre ces deux poles en deformant la coupure vers le bas comme indique a la figure 
Fig. 14.91 (c). La coupure a ete repoussee vers l'infini negatif. Desormais le noyau integral 
peut etre exprime comme 

K(t) = -uiXl £L ex P/~^ — u)\X f £L ^Pfc^j ;(4 .108) 

C 3 (27T) A - - ^min JC, W A - i^/uj 2 ~ U& fo 



ou les contours C3 and C4 sont indiques a la figure Fig. 14.9( c). On peut reecrire cela comme 
K(t) = -ito 2 c X 




g — ytg — iUrnint g — ytg — iUr, 



mm I 



-iu 2 c X / , = , = ) (.4.109) 

Jo ^ \X - iyjy(-y + i2u) min ) X + is/y(-y + i2uj miri 

En fait cette expression tient toujours pour u min < X = u^/7. A des temps tres grands, le 
noyau (I4.109P se comporte asymptotiquement comme 

nfi\ r~, — cos {^n»J) - sin (uj min t) ( A im\ 

K(t) « 0{l)^y/uj m i n . (4.110) 
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II semble peu aise de manipuler les expressions du noyau en espace reel. C'est pourquoi 
nous calculons aussi le noyau dans l'espace de Fourier pour une etude complementaire. Avec 
le terme de forgage f{i) = f- exp[—iut], l'equation de l'oscillateur harmonique est 

co 2 A 

- co 2 q(co) + (co 2 + co 2 )q(co) - - c -.q(u) = f(u), 



A — i\f co^ — -x 



2 _ ,.,2 

mm 

-1 



G-\u)q(u) = f(u). (4.111) 

La moyenne dans le temps de la puissance transmise a l'oscillateur (qui est une mesure de 
la dissipation) est 

P = I f T f(t)q(t)dt, 



T 

= \f\ 2 coQ [6{uj\ . (4.112) 

Si le noyau n'a pas de partie imaginaire, le systeme echange de l'energie mais ne se dissipe 
pas puisque la puissance moyenne s'annule. Pour co < co min la partie imaginaire du noyau 
s'annule justement. De l'expression de G(co), on deduit la puissance dissipee moyenne 



co 2 c Xco^co 2 -co 2 m 
X 2 (co 2 - co 2 ) 2 + (co 2 - colJ (co 2 + co 2 - co*) 2 



\f\ 2 T7—? : , T 9 w", ■ o ^1 ^ > «Ln)- (4-113) 



La puissance dissipee est nulle lorsque co 2 < co^^. On peut comprendre qualitativement 
comment le comportement change quand co m i n varie. La corde peut etre vue comme un filtre 
passe-haut avec le seuil co m i n - Seule la radiation de plus haute frequence peut s'echapper 
dans la corde vers l'infini, conduisant ainsi a un flux d'energie loin de l'oscillateur. A plus 
basse frequence la corde est excitee autour de l'oscillateur mais de fagon localisee avec 
une amplitude decroissant de maniere exponentielle a distance de l'oscillateur puisque le 
moment k = \J uo 2 — u;^ iri de l'equation d'onde de la corde devient imaginaire. Dans ce cas 
il n'y a pas de dissipation a long terme parce que la corde vibre en phase avec l'oscillateur. 
Bien-sur le couplage decale la frequence de l'oscillateur parce que la corde ajoute de l'inertie 
et une force de rappel sur l'oscillateur. 

Pour revenir au systeme brane-bulk, le seuil est donne par 

"Ln = ^+U 2 (4.114) 

ou A, co ont ete calcules en ( 14.861 ). Dans le cas d'un couplage faible avec le bulk (H H 2 ), 
la frequence du degre de liberte sur la brane est seulement legerement decalee de la valeur 
nue coo donnee a l'equation ( 14.941) . Aux echelles subhorizon (p 3> aH), 



0<co 2 ^ C -^ + o(h) < uol m ^ P - + 0{H) (4.115) 



puisque c 2 < 1. Done la puissance dissipee est exactement zero. Dans l'approximation 
adiabatique, valide aux echelles subhorizon, le fluide ne peut pas se dissiper dans le bulk 
parce que la frequence naturelle des modes du bulk, a nombre d'onde egal par ailleurs, est 
trop haute, empechant les perturbations du fluide d'entrer en resonance avec les gravitons 
du bulk. 
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4.7 Discussion 

Dans ce chapitre nous avons presente nos resultats [51]. Nous avons propose des ap- 
proches analytiques pour estimer l'ordre de magnitude des effets dissipatifs en cosmologie 
branaire. Nous avons suppose que l'expansion de l'Univers etait adiabatique, dans le sens 
ou H <C H 2 . Nous avons explore revolution des perturbations scalaires et des pertur- 
bations tensorielles. Dans le cas des perturbations scalaires, avec un champ scalaire en 
roulement lent (Inflaton) sur la brane, sans aucune autre approximation nous avons obtenu 
le taux de dissipation local de l'lnflaton du a l'interaction avec les gravitons du bulk : 

r ~ H yH I H 2 ^ (Hi/ y/1 + H 2 i 2 ) , qui est lineaire dans le facteur de slow-roll. C'est notre 

principal resultat et il s'accorde avec les resultats numeriques obtenus par Koyama & al. 
dans [48] : dans le regime de haute energie de l'lnflation branaire (Hi ^> 1), les correc- 
tions a l'lnflation standard dues au couplage avec les perturbations de metrique du bulk 
sont egalement trouvees lineaires dans le facteur de slow-roll. De plus la dependance en 
Hi du taux de dissipation que nous avons trouve correspond exactement au profil de la 
correction slow-roll tracee numeriquement dans [48]. Dans le cas des perturbations sca- 
laires avec un fluide parfait sur la brane ainsi que dans le cas des perturbations tensorielles, 
nous avons fait face a des processus de dissipation non-locaux, cela nous a amene a sim- 
plifier la geometrie de fond dans ces cas : nous avons considere que la geometrie de fond 
proche de la brane est une approximation fiable pour decrire l'interaction brane-bulk, au 
moins les processus dissipatifs. Nous avons explicitement elimine les effets non-locaux dus 
a la diffraction des gravitons emis dans le bulk inhomogene AdS en approximant cette 
inhomogeneite (potentiel-plateau). On s'est concentre de cette fagon sur les processus de 
dissipation. Cette approximation est bien legitime dans le regime de haute energie de l'ln- 
flation branaire (Hi ^> 1) parce que la courbure du bulk devient negligeable comparee 
a l'acceleration de la brane. En utilisant une approche de "resommation quantique" nous 
avons ete capable de separer les transitions entre les quanta de la brane dues a l'expansion 
non-uniforme de l'Univers des transitions entre les quanta de la brane et les quanta du bulk 
dues a l'interaction avec la dimension supplementaire. 

A cause de l'expansion non-uniforme de la brane, les degres de liberte localises sur 
la brane interagissent avec les gravitons du bulk, ce qui conduit eventuellement a de la 
dissipation sur la brane d'un point de vue quadridimensionnel. Ces effets sont inscrits dans 
le propagateur du bulk AdS. Nous avons calcule l'attenuation du mode croissant de l'etat 
lie du graviton aux echelles superhorizon, due a l'interaction avec les modes KK du bulk. 
Nous avons trouve que le taux de dissipation de l'etat lie aux echelles superhorizon est de 
l'ordre de T ~ H(H/H 2 ) 2 lorsque Hi 3> 1. Nous avons aussi montre que les perturbations 
adiabatiques d'un fluide parfait sur la brane ne peuvent pas se dissiper dans la dimension 
supplementaire aux echelles subhorizon parce que la frequence minimum d'excitation des 
modes KK du bulk, a nombre d'onde egal a celui du fluide, est trop haute pour pouvoir 
obtenir une resonance. Nous avons rencontre des difficultes pour appliquer des methodes 
analytiques dans le cas du fluide parfait aux echelles superhorizon, parce qu'a de telles 
echelles l'expansion de l'Univers n'est plus adiabatique, au moins tant que le fluide domine 
la tension de la brane. Nous avons egalement montre qu'un champ scalaire en roulement 
lent sur la brane ("slow-roll inflaton") se dissipe de fagon locale a n'importe quelle echelle, 
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alors que l'etat lie du graviton se dissipe de fagon non-locale. De plus l'inflaton dissipe avec 
un taux plus important F ~ H (H / H 2 ) , lineaire dans le parametre adiabatique de roulement 
lent, que le taux de dissipation de l'etat lie du graviton T ~ H(H/H 2 ) 2 , quadratique dans le 
parametre adiabatique de roulement lent. Cette difference est la consequence du caractere 
local de l'interaction de l'inflaton avec les modes du bulk contrairement au caractere non- 
local de l'interaction de l'etat lie du graviton avec les modes du bulk. 

L'approche analytique developpee ici repose sur le calcul du propagateur retarde effectif 
sur la brane. Comme nous avons pris en compte les effets de retroaction a la fois pour les 
perturbations tensorielles et pour les perturbations scalaires sur la brane inflationnaire, 
nous sommes desormais en mesure de calculer les corrections branaires au rapport tenseur- 
scalaire T/S standard de l'lnflation a un champ. Ce sera l'objet de nos futures recherches. 
II serait egalement interessant d'aller au-dela de l'approximation du potentiel-plateau pour 
prendre en compte l'inhomogeneite du bulk AdS et la diffraction des gravitons par le 
bulk courbe qui entraine des effets non-locaux sur la brane. La non-localite est inscrite 
dans le propagateur du bulk AdS et depend fortement de la courbure du bulk. En ce 
sens l'expression exacte du propagateur du graviton dans AdS est necessaire pour calculer 
les processus non-locaux. La geometrie courbe du bulk entraine egalement l'existence de 
gravitons metastables (c'est-a-dire des etats quasi-lies sur la brane), meme si la brane est 
statique, comme l'a montre Seahra dans [53]. On pourrait comparer le flux des gravitons du 
bulk qui se propagent par tunnel quantique avec le flux des etats quasi-lies. Ce sera l'objet 
d'une future publication. Notons enfin que les methodes employees ici peuvent s'appliquer 
a tout autre modele de theorie des champs en interaction avec un bord ou une sous-variete 
localisant une partie des champs. 



Chapitre 5 



Le propagateur retarde covariant du 
graviton dans l'espace Anti-de Sitter 

Nous avons vu au chapitre [4] que, pour un Univers branaire en expansion non-uniforme, 
des gravitons pouvaient etre emis dans le bulk AdS. Nous avons montre que cela apparais- 
sait comme de la dissipation du point de vue d'un observateur confine sur la brane et nous 
avons estime les taux de dissipation de differentes perturbations de matiere sur la brane 
en utilisant une approche de "resommation quantique", ou le propagateur du bulk AdS est 
systematiquement insere a tous les ordres de perturbation en les couplages pour obtenir le 
propagateur effectif sur la brane. A cause de la courbure du bulk AdS, les gravitons qui 
ont ete emis de la brane peuvent aussi etre diffractes dans le bulk courbe puis re-absorbes 
sur la brane et transformes de nouveau en quanta sur la brane, conduisant ainsi a de la 
non-localite du point de vue quadridimensionnel d'un observateur sur la brane. Cette non- 
localite est inscrite dans la forme du propagateur du bulk AdS pour le graviton. Comme 
des effets non-locaux dependent forcement de la courbure, il s'avere necessaire de connaitre 
la forme exacte du propagateur dans AdS si Ton veut estimer correctement la magnitude 
des processus non-locaux sur la brane. Les calculs explicites du propagateur retarde du 
graviton dans AdS, effectues dans ce chapitre, etaient motives par le probleme du calcul 
des perturbations cosmologiques dans un Univers branaire en expansion. 

Dans ce chapitre nous trouvons la forme explicite du propagateur retarde du graviton 
dans AdS d+1 , ou d est arbitraire, de fagon completement covariante et classique. La me- 
thode utilisee pour obtenir les fonctions de Green dans la premiere partie du chapitre est 
essentiellement celle employee par D'Hoker, Freedman, Mathur, Matusis et Rastelli [54], ou 
les memes techniques ont ete appliquees pour calculer la version Euclidienne de la fonction 
a deux points, sans fixer de jauge et en separant explicitement parties physiques et parties 
de pure jauge. Dans la seconde partie du chapitre nous essayons de determiner la forme 
retardee du propagateur du graviton par des considerations purement classiques. En fait 
nous souhaitons montrer, sans avoir recours a des arguments quantiques, que la prescription 
pour calculer la forme retardee du propagateur du graviton dans AdS est exactement 

GgM 1 ) = ^ " *0 [G^M 1 + *°) - GWv(/ - iO)] , (5.1) 

si G/j,vij,>v'(I) est la fonction a deux points du graviton dans AdS et I(P, P') est la separation 
invariante relativiste entre deux points P, P' sur la variete AdS. En effet, la litterature ne 
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nous semble pas tres claire pour justifier la prescription (15.11) pour construire la forme 
retardee du propagateur dans un espace courbe. Plusieurs tentatives s'appuient sur les 
relations de commutations canoniques ou le choix d'un vide quantique [55], alors que le 
propagateur retarde est un objet classique. Les notations utilisees dans ce chapitre sont 
A^ v = d v A^ A^ v = V V A^ et □ = g^ v ^V M V V! ou V M est la derivee covariante associee 
a la metrique du fond AdS non-perturbee g^ v ^ . Le travail que nous exposons dans ce 
chapitre est informel, il n'a pas ete soumis a publication. 

5.1 Fonction de Green covariante du graviton dans AdS d+1 

5.1.1 Equation d'Einstein linearisee covariante dans AdS d+1 

La metrique g$ de l'espace-temps AdS d+1 de rayon de courbure £ 2 est la solution des 
equations d'Einstein a (d + 1) dimensions 

R^-\gf}R {0) = -a 5 ^ } , (5-2) 

ou la constante cosmologique negative vaut A 5 = — d(d — l)/(2£ 2 ). L'espace AdS d+1 etant 
maximalement symetrique, on en deduit aisement respectivement le tenseur de Riemann, 
le tenseur de Ricci et le scalaire de courbure : 

o(o) _ _! f (o) (o) _ (o) (o)\ o(o) = _i. o (0) d(o) = d{d+l) 

Sous l'influence d'une perturbation de matiere T$ apparaissant a l'ordre un, la nouvelle 
metrique perturbee g^ v de AdS d+1 

9»u = 9$ + h^, (5.4) 

differe de la metrique de AdS d+l par la perturbation a l'ordre un, et est solution des 
equations d'EinstekQ 

R^-\g^R = -A 5 ^ + r« (5.5) 

qui peuvent se re-ecrire sous la forme 

R,u + dg,y = T« (5.6) 
ou on a defini le tenseur energie-impulsion "trace-modifie" (T = T£) : 

%u = T, v - ^g^T. (5.7) 



En gravite linearisee dans AdS d+1 , les gravitons correspondent aux perturbations h^ v de la 



metrique de fond g\J et satisfont les equations d'Einstein (15.61) a l'ordre lineaire : 

+ = T<8- (5-8) 



J Le couplage avec la matiere est pose egal a k 2 = 1. 
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Les symboles de Christoffel se scindent en une partie d'ordre zero et une partie d'ordre un 

I 

Tfec = ^ dc ' b Q bd > c ~ 9bc,d) 

= if c )o + rf c ]a , (5.9) 



ou 



r [h\a _ 



(0)«<i (h A-h h \ l h ad f n (°) 4_ «(°) ^ 

1 J°) ad (h J-h h \ 1 n (0)ad h ed(0)ef / (0) , (0) (0) \ 

2^ { h de,b + Ai6d,c - «fec,dj - ^ ft \#/c,6 + S'&Z.c _ #6c,/ J 



ed 



= \g [0)ad (h dc , b + h bd>c - fc^) - ^w^rjf/i 
= \g [Q)ad (h dc , b + Vc - hc, d ) 

I „(0)ad ^_p(°) e ^de _ r (0)e, e d _ r (0)e, ec r (0)e, ec _ r (0)e, be , r (0)e, & e \ 
2 \ ^ ' t 1 cfe ' t L bd a L db a L cd a L dc a J 

Le tenseur de Riemann a l'ordre un vaut quant a lui 

p(l)a _ pN" _ pM« i p[/i]ap(0)e pW e p(0)a _ p[/i]op(0)e _ p[/i]e-p(0)a 

n bcd ~ 1 bd,c 1 bc,d 1 ec 1 bd 1 fed 1 ec 1 ed 1 6c 1 fee 1 ed 

_ -p[h}a -p[h]a 11\ 

— L bd;c L bc;d- { - LL ) 

On deduit de (15.111) et f 15 . 1 Oh que le tenseur de Ricci a l'ordre un R a ]j = FQ^ apparaissant 
dans les equations d'Einstein linearisees ( 15.81) vaut 

R^ab — ~^{h a b-cc + h- )a b — h ac ^bc — hbc-ac) ■ (5-12) 

En notant que h ac . bc + h hc - ac = h ac . cb + h bc . ca + h ac . [bc] + h bc . [ac] et utilisant la relation 
[V d , V c ]/i afe = R a ° ] edc h e b + i?Sc^a= 011 P eut re-ecrire 

Rab = ~\ ( h ab;ce + h, ab ~ h ac , cb - h bc;ca + 2R^Jl cd - 2R<®h°) . (5.13) 

En inserant ( 15.131) dans ( 15.81) . connaissant les expressions ( 15.31) . on obtient l'equation de 
propagation completement covariante du graviton dans AdS d+1 avec source 7] 



(i) 



□V + V m V ^ - V M V CT /w - V„V„V + ^(V - = -2T«, (5.14) 

ou T M „ est defini en (15.71) . Bien-sur on pourrait choisir la jauge covariante de Lorentz 
V„ (h^ v — \g$h\ = de fagon a simplifier l'equation du mouvement selon 

□V + |( V - 9v,h) = -2f «, (5.15) 

mais on preferera travailler avec l'equation (15 . 141) parce qu'elle est completement covariante, 
sans choix de jauge particulier. 
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5.1.2 Fonction de Green 

La solution h^ v de l'equation (15.141) est connectee a la source T$ selon 



K„{x) = j d d+1 ^^G^(x,x!)T^l,(x!), (5.16) 



ou la fonction de Green G^ v ^ v i{x_, , x[) satisfait 



2 



2 \ 5( d+1 )(x,x^ 



7=^- ( 5 - 17 ) 



Le dernier terme du membre de droite de (15.1 Tj) est un terme "trace-modifiant". Ce terme 

>Wv connectant 



est necessaire puisque nous avons defini G^^v connectant avec T$ (au lieu du membre 



de droite de ( 15141) : T$). 

L'espace-temps AdS d+l de rayon de courbure t est une variete pseudo-Riemanienne 
(ou Lorentzienne) qui correspond a l'hypersurface a id + 1) dimensions d'un hyperboloide 
plonge dans un espace plat a (d + 2) dimensions de signature (— , +, +, — ), selon 

d 

-X 2 -X 2 +1 + ]Tx 2 = -P- (5-18) 

i=i 

La metrique de l'espace enveloppant a (d+2) dimensions est 

d 

ds 2 = -(dX 2 + dX 2 d+1 ) + J2x 2 . (5.19) 

i=l 

Le groupe d'isometrie de AdS d+l est done SO(2,d). II s'avere commode pour faire des 
calculs explicites d'utiliser les coordonnees 

X = cos (t/£) cosh {£/£) , X d+1 = sin (t/£) cosh {£/£) , X { = sinh (£/£) n u (5.20) 

ou le vecteur h{6 1 , decrit l'hypersphere S^ 1 et t G [— 7r,7r]. Ces coordonnees 
couvrent tout l'espace AdS d+1 avec la metrique^l de AdS d+1 : 

ds 2 = - cosh 2 [£/l}dt 2 + d£ 2 + sinh 2 ^/£]dn 2 d _ 1} (5.21) 

ou dVt^^ est la metrique de la sphere S d ~ x . II s'avere de plus commode d'utiliser la sepa- 
ration invariante relativiste entre deux points P, P' : I(P, P') = —X X'q — Xd+iX'a+i + 
Tf i= i x i x 'i = °{P,P') + 1, oil a(P,P') = (l/2) Va/3 (X a - X ,a ){XP - X' 13 ) est la demi- 
distance entre P,P' dans l'espace plat de plongement de signature (—,+,...,+,—), dite 
distance cordale (Fig. 15.11) . Dans les coordonnees globales, la separation invariante s'ecrit 



2 Notons que cette metrique globale de AdS correspond a celle qu'on a calculee en i|4.39p au chapitreH] 
dans le cas H = 0. 
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Riemannien 



Pseudo-Riemannien 





( 




H 



D 




Fig. 5.1 - Distances cordales sur des varietes maximalement symetriques pseudo- 
riemanniennes. D — d + 1. 



I(P, P') = cosh[e/£] cosh[^/£] cos [(t - t')/i] - sinh[£/.£] smh[g/e}(h • n) sd -i. (5.22) 



Lorsque P coincide avec P' ou reside dans le cone de lumiere passe ou futur de P', on 
a I(P,P') = +1. Si P et P' peuvent etre relies par une geodesique de genre temps de 
longueur propre r (en unite de la longueur de courbure de AdS), I(P, P') = cos[r]. Lorsque 
P coincide avec le point antipodal de P' (note P') ou reside sur le cone de lumiere passe 
ou futur de P', I(P,P') = — 1. Si P et P' sont connectes par une geodesique de genre 
espace de longueur propre a (de nouveau en unite de la longueur de courbure de AdS), 
I(P,P') = cosh[er], et si P peut etre connecte a P 1 par une geodesique de genre espace et 
de longueur propre a, I(P,P') = — coshfcr] (Fig. 15.2ft . 

On peut exprimer G^^v en separant explicitement les parties invariantes de jauge des 
parties artefacts de jauge [54] 



+ B i2 \l) [(V M V M ,/)(V,V i/ J) + (V M V^/)(V^/)] 

+ V ((U [V^IV^LB^CO] [V U/) V^IVJB^\I)} 

+ V (jU [V v) IV^IV u JBW(I)] +V ( ^ [V^/V^/V,/^/)] 

+ V M [VJg^^B^(I)] + [VsIg^B^W] , 



(5.23) 



ce qui est bien equivalent a la forme habituelle 



G 




= A {1 \l)g^g^ v , 

+ A^(I) [(V^I)(V,V^J) + (V M V^J)(V,V^/)] 

+ A( 3 )(/)(V / ,/)(V^/)(V i ,/)(V^J) 

+ A^\l) [(V M V^/)(V,/)(V^J) + (V /1 V !/ /)(V,/)(V^J) 



+(V„V„I)(V„I)(V I ,J) + (V,V^/)(V M /)(V^/) 
+ A< 5 >(/) [(V M J)(V„/)^v + 0/-/(V„I)(V„I)] . 



(5.24) 



decomposee sur la base des cinq bi-tenseurs de AdS, symetriques sous le groupe d'isometrie 
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Fig. 5.2 - Diagramme de Carter-Penrose de l'espace CAdS global. On a represents les 
geodesiques de genre temps, ainsi que la valeur prise par l'invariant de distance I sur les 
zones de genre temps et les zones de genre espace. 



£0(2, d). Nous noterons T^J , V ,(I) chacun des cinq bi-tenseurs de base accompagnant les 
cinq fonctions scalaires A® (I). 

Les termes impliquant B^ 3 \ B^ and B^ dans (15.230 sont des gradients par rapport a x 
ou x'. Les gradients par rapport a x' ne contribuent pas a la propagation des composantes 
physiques de h^ v parce qu'on integre sur des courants conserves : V ^Tjh) = 0. Les gradients 
par rapport a x donnent des modifications non-pertinentes de h^ u dans (15.1 6ft puisqu'ils 
correspondent aux diffeomorphismes ou transformations de jauge h^ v — > + V( M ^). 
Done B( 3 \ B^ et B^ sont des parties de pure jauge, alors que B^ et B^ sont les parties 
physiques du propagateur du graviton. On posera done B^ = B^ = B^ = pour la 
suite. La forme de G^^v, avec ses parties physiques seulement, connecte done les gravitons 
physiques a la source de matiere selon 

(5.25) 

En inserant la partie physique de la fonction de Green G^^^il) dans l'equation d'Ein- 
stein linearisee covariante (15.1 Tj) . et en utilisant les formules algebriques donnees dans l'ap- 
pendice f5.Al de ce chapitre, on trouve, apres un calcul trivial mais laborieux, l'equation du 
mouvement pour la fonction de Green physique du graviton dans AdS d+1 : 

nG^^v + V 7 v G aa ^ u i — ~V iiS a Gavp'v' — VyVaG^v' + 2 [G^n'^i — g^vG aa ^ u i\ = 
= [(I 2 - 1)(B^)" + 2dI(B^)' - 2dB<» - 4B® + 2I{B®)'] T^, v , 
+ [(I 2 -l)(B^r + (d-l)I(B^Y-2(d-l)B^]T^ 



h 



[IV 



d {d+l). 



n(l) T (l) , D(2) T (2) 
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+ [2(5 p) )1^ 

+ [-I{B^Y-{d-l){B^)']T^ lvl 

+ [2(B^)" + (d- 1)(P (1) )"] V^'(V M /)(V,J) 

+ [-2I(B^)' - 4(d + l)fi( 2 >] ^(V M ,/)(V^/), 



(5.26) 



si P, P' ne sont pas confondus (7^1). Ensuite on peut manipuler les differents termes 
tensoriels de fagon a isoler des derivees totales du type V^', qui s'annulent par integration 
par partie puisque V^'T^v = 0. II restera trois bi-tenseurs de base independants qui don- 
neront trois equations pour B^> et B^. Nous donnons les trois manipulations : on peut 
transformer le terme en g^ u {V v il) en fonction de pour trouver que 

[-2I{B^)'-A{d+l)B^]g, v {V^I){V vl I) = V„ {-2IB^ - 2{2d + 1) J B^ g, u V u J 



+ 



27 2 P {2) +2(2d+ 1)7 J P (2) 



r (i) 



(5.27) 



on peut aussi combiner le terme en avec un terme en pour trouver que 

- (d - 1)(P (2) )'T^ V - 2(d - 1)P (2) T^ V = Vo, [-(d - 1)7^(V,7)(V,V, 7)] 

+ [-(d - 1)B^(VJ)(V^^I)} 
+ 4(d-l)p( 2 )(V M /)(V,/) V ,', (5-28) 

et enfin on peut combiner le terme en avec un terme en et un terme en pour 
trouver que 



(2)y/ T (3) 



2(B (2) )"T 



2I(B W )'T 



(2)y T (2) 



(2)y/ 7 ,(4) 



I(B™)"T. 



flUfl'U' 



= [(P (2) )'V, /V M /V,J] 

+ V (M , [-/(P( 2 ))'(V M /)(V,V^ ) J) 

+ V ( ^ [-(d - 1)P (2) (V„7)(V M V„ 7)] 

+ 2/(P( 2 ))')v^V m /V,/. (5.29) 

De ces trois manipulations il resulte que l'equation pour le propagateur se simplifie selon : 

+ V vGao^'v 1 — V^Vo-Go-^/^/ — VjyVo-G^oyj/ + 2 [G^^yi — g^uGo-a^vi] = 
(J 2 - 1)(P«)" + 2d7(P«)' - 2d£?« - 4P( 2 ) + 2J(P( 2 ))' + 2J 2 P( 2 ) + 2(2d + 1)/ J B^ 

(/ 2 -i)(p (2) r+(d+i)/(p( 2 ))']T^ v , 

2(P( 2 ))" + 2J(P( 2 ))' + 4(d - l)B^ + (d - 1)(P {1) )"] V^(V^)(V,J), (5.30) 



+ 
+ 



T (i) 



de telle sorte que les composantes scalaires physiques B^\ B^ du propagateur du graviton 
satisfont le systeme d'equations : 

(J 2 - 1)(P( 2 ))" + (d + 1)/(P( 2 ))' = 0, (5.31) 
(d - 1)(P«)" + 2{B^)" + 2/(£< 2 >)' + 4(d - 1)B^ = 0, (5.32) 
(J 2 - 1)(P«)" + 2d7(P«)' - 2dP« - 4P( 2 ) + 2J(P( 2 ))' + 2J 2 P( 2 ) 

+2(2d+ 1)/ y B^ = 0. (5.33) 
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On pourra observer que ce sont des equations similaires a celles trouvees dans |54|. 
L'equation (|5.31l) est l'equation du propagateur d'un champ scalaire sans masse dans 
AdS d+1 dont les deux solutions independantes sont connues. La solution de l'equation 
(15.321) peut s'ecrire ensuite : 



d- 1 



2£ (2) + 21 B (2) + 4(d - 2) 




(5.34) 



et on peut verifier que cette solution est consistante avec la troisieme equation (I5.33H . 
Notons que ces memes equations auraient pu etre trouvees plus rapidement en utilisant 
l'operateur du mouvement dans la jauge de Lorentz, et etant independants de 
jauge. 

On arrive au point delicat. Un couple de solutions independantes a l'equation de Klein- 
Gordon (15.311) est donne au moyen de fonctions hypergeometriques selon 



B®(I) 



CxF 0, 



d-1 



(d-1); 



+ 



° 2 ^U^id+l; 



i -i 

-2 
/- 1 



(5.35) 



Ces solutions pour la fonction a deux points ne sont bien definies que sur un espace AdS d+1 
Euclidien ou pour une separation de genre espace entre les deux points sur un espace 
AdS d+1 Lorentzien, c'est-a-dire que ces solutions sont analytiques pour / > 1. La premiere 
solution est reguliere et naturellement prolongeable en I < 1 dans les zones de genre 
temps, par contre la seconde solution est singuliere sur le cone de lumiere en I = 1 et 
possede une coupure I < 1 dans les zones de genre temps. La prescription habituelle pour 
la fonction a deux points dans AdS qu'on peut trouver dans [54], [55] selectionne le vide 
quantique dit "Euclidien" qui exige tout d'abord que la fonction a deux points corresponde, 
a l'origine (J = 1), a la fonction a deux points de l'espace plat, ce qui semble naturel 
puisque deux points infiniment proches ne doivent pas ressentir les effets de courbure. La 
prescription du vide "Euclidien" exige de plus que la fonction a deux points decroisse le plus 
vite possible a l'infini spatial sur les bords de AdS, en I = +oo. Cette seconde condition 
de la prescription selectionne done la solution singuliere pour la fonction a deux points : 
BP) (I) = C 2 (l/I - l) d F (d, (d + l)/2; d+ 1; -2/(1 - 1)), ou la normalisation est obtenue 
par la premiere condition N = T[(d+1) j2\j ' ((A'K)^ d+1 ^ 2 di d ~ 1 ). Par exemple pour (d+1) = 5 
dimensions, la fonction a deux points Euclidienne est done [54] 



B^(I) 
B«(J) 



12tt 2 



J(2/ 2 - 3) 

{P - l) 3 / 2 

/ (6/ 4 - 9I 2 + 2) 

(P - l) 3 / 2 



QI 2 



(5.36) 



La fonction de Green retardee est ensuite obtenue dans la litterature [55] selon la pres- 
cription suivante : elle est proportionnelle au commutateur et done correspond au saut a 
travers la coupure G(I — 1 + iO) — G(I — 1 — iO), ou on a omis les indices tensoriels pour 
ne pas alourdir les notations. La question est pourquoi ce choix particulier de vide quan- 
tique ? En fait ce choix de vide est relie aux conditions au bord de AdS, necessaires pour 
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construire une theorie quantique de champs coherente dans AdS. L'espace AdS n'est pas 
globalement hyperbolique (contrairement a l'espace Minkowski ou de Sitter), cela peut etre 
admis en remarquant que l'infini spatial de AdS (bord de AdS) peut etre atteint en un 
temps fini, ainsi de l'information inconnue venant du bord peut affecter le cone de lumiere 
futur. Dans [56] les auteurs ont montre qu'une theorie quantique des champs n'etait bien 
definie sur l'espace AdS qu'a condition de preciser des conditions au bord de AdS, notam- 
ment celles qui conduisent a la prescription enoncee plus haut. Cependant la fonction de 
Green retardee est un objet classique qui ne depend pas d'un choix de vide quantique (c'est 
le commutateur dans un cadre quantique). On doit done pouvoir redemontrer quelle est la 
prescription a adopter pour la fonction de Green retardee sans faire appel a ces arguments 
quantiques. Notamment on va essayer de trouver des arguments classiques dans la section 
15.21 montrant pourquoi le propagateur retarde du graviton dans AdS ne selectionne que la 
solution singuliere dans (15.351) . 

5.2 Propagateur retarde (ebauche) 

Cette section est une ebauche de demonstration classique (non quantique) de la pres- 
cription a adopter pour construire la forme retardee du propagateur covariant du graviton 
dans AdS d+1 , qui un objet classique. 

5.2.1 Methode de construction 

Chaque etape pour construire le propagateur retarde est donnee dans cette section pour 
le cas scalaire. En effet le propagateur tensoriel complet du graviton etant essentiellement 
determine a partir de la fonction qui n'est rien d'autre qu'un champ scalaire cano- 
nique sans masse dont l'equation du mouvement est 1 equation de Klein-Gordon (15.311) . la 
generalisation au cas tensoriel est immediate. Nous pouvons resumer la methode en trois 
etapes : 

- L'equation de Klein-Gordon homogene pour le propagateur scalaire dans AdS a deux 
solutions independantes. L'une, R(I), est reguliere sur le cone de lumiere (/ = 1 ou 
/ = —1), l'autre, S(I), est singuliere sur le cone de lumiere 

G(I) = A.S(I)+B.R(I). (5.37) 

De plus la solution singuliere est bien definie seulement dans les zones de genre espace 
(e'est-a-dire a l'exterieur des cones de lumiere passe et futur) ou pour des distances 
Euclidiennes, i.e 

I > 1, equivalent en espace plat a une distance de genre espace r 2 > 0. (5.38) 

Afin d'obtenir le propagateur Lorentzien complet, on doit prolonger analytiquement 
la solution singuliere dans la zone de genre temps (I < 1). II y a deux possibilites. La 
continuation analytique peut etre realisee dans le demi-plan complexe superieur ou 
dans le demi-plan complexe inferieur, de telle sorte que dans la zone de genre temps il 
y a trois solutions independantes de l'equation homogene : la solution reguliere et les 
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deux solutions singulieres analytiquement prolongees de part et d'autre de la coupure 
I < 1. Ces deux differentes solutions singulieres deviennent degenerees dans la zone 
de genre espace : 

G(I) = Ai.S(I + ie) + A 2 .S(I — ie) + B.R(I) dans la zone de genre temps,(5.39) 
G(I) = (Ai + A 2 ) -S(I) + B.R(I) dans la zone de genre espace(5.40) 

En imposant ensuite que le propagateur retarde classique soit causal (ie zero dans 
les zones de genre espace), on trouve qu'une fagon naturelle de repondre a la causalite 
est de conclure pour la solution singuliere que 

A-y + A 2 = 0, (5.41) 

et la causalite pour la solution reguliere demande de la tronquer par une fonction 0. 
Finalement 

G C (I) = A 1 {S{I + ze)-S{I-ie)} + B.R{I)*0{l-I 2 ) (5.42) 

est le candidat le plus general qui soit maintenant causal et bien defini dans la zone 
de genre temps. Notons que cette prescription causale pour la partie singuliere est une 
fagon analytique de la tronquer en evitant l'utilisation d'une fonction 0. Une fois que 
nous seront convaincus que la partie reguliere ne participe pas a la construction de 
la forme retardee, nous comprendrons que cette prescription pour la partie singuliere 
peut etre generalisee par abus a la fonction a deux points complete, c'est-a-dire qu'elle 
peut etre appliquee egalement a la partie reguliere, faisant disparaitre cette derniere 
de la forme retardee du propagateur. 

La derniere etape est de determiner les coefficients A± et B dans 05.421) . On utilise 
pour cela les deux conditions suivantes : 

1. La source de la fonction de Green est localisee a 1'origine (separation nulle entre 
les deux points), 

2. on doit retrouver le propagateur de Minkowski a 1'origine. 

La seconde condition peut etre utilisee pour la normalisation du propagateur. La 
premiere condition va determiner la combinaison correcte de A\ et B. Cette premiere 
condition nous dit que, excepte a 1'origine, l'operateur □ applique au propagateur 
doit donner zero sur le cone de lumiere 

<DG c (u,v),4>(u,v) > = 0, (5.43) 

ou est une fonction test et u, v sont les coordonnees nulles du cone de lumiere 
(voir appendice I5.BI) . L'integration dans (15.43j) est effectuee sur le cone de lumiere, 



en dehors de 1'origine, i.e dans la boite infinitesimale < a < v < b et —e < u < +e 
(e — > 0). En dimension paire d'espace-temps, la singularite en u est isolee de sorte que 
le theoreme des residus sera utilise dans le calcul de (15.43p . En dimension impaire, il 
y a une coupure en u done une approche differente doit etre adoptee dans ce cas. Le 
resultat de ce calcul sera que seul le coefficient A\, devant la partie singuliere de G c , 
doit etre non-nul pour que la condition (I5.43P soit verifiee. La conclusion immediate 
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sera que la prescription pour la forme retardee du propagateur est G ret (I) = 6(t — 
t') [S(I + iO) — S(I — zO)], ou plus generalement, puisque la partie reguliere disparait 
de toute fagon dans cette prescription : 

G ret {I) = 6(t - t') [G{I + iO) - G(I - tO)} , 

avec G(I) la solution homogene Euclidienne bien definie dans la zone de genre espace. 
Cela prouvera que la prescription dans l'espace AdS est la meme que dans l'espace 
Minkowski. 

Dans la section 15.2.11 nous rendons explicite la construction du propagateur retarde 
en repetant les trois etapes decrites au-dessus et en calculant (15.431) par integration de 
contour dans le plan complexe sur les coordonnees nulles du cone de lumiere, achevant 
ainsi la demonstration de la prescription a adopter pour la forme retardee du propagateur 
du graviton dans AdS. 



5.2.2 Demonstration explicite 

En toute dimension le propagateur scalaire sans masse dans AdS satisfait l'equation 

HG(I) = (V/) 2 ^ + (D/)^ 

= < 7 - 1 >^ + ( ' i+1)/ d7 = < 5 ' 44 > 

en dehors de l'origine. C'est la meme equation dans le cas tensoriel pour B^ 2 \l). On trouve 
plus commode de re-ecrire cette equation en fonction de la variable I — (I — + 1) 

comme une equation hypergeometrique 

V J dP V 2 2 J dl y ' 

dont la solution generate, definie dans la zone de genre espace ou Euclidienne / > 0, peut 
s'ecrire dans une forme adaptee a la parite de la dimension d'espace-temps 

1 f 1 d 3 d ■N 

G° dd {I) = C x + Czj^F{-^-,l-d-^--l\ pour d + 1 impair, I > 0, (5.46) 

d 

1 



G even (I) = Ct + C 2 v ^ F (l, ^y^; 1 + d; 1 - ij pour d + 1 pair, I> 0. (5.47) 

La constante C\ est la solution reguliere et la solution sous le coefficient C 2 est singuliere 
sur le cone de lumiere et non-definie a l'interieur (zones de genre temps) : la coupure est en 
effet / < 0, ou de fagon equivalente I < 1, puisque, pour d + 1 pair, la solution singuliere 
contient des fonctions logarithme et puissance entieres negatives en / et, pour d+1 impair, 
des fonctions puissances demi-entieres negatives en I. 

D'apres la seconde etape de la section 15.2.11 nous devons proplonger analytiquement la 
solution singuliere des I Euclidiens aux / Lorentziens, ou dit autrement des zones de genre 
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espace (exterieur du cone de lumiere / > 0) aux zones de genre temps (interieur du cone 
de lumiere I < 0). II y a deux continuations analytiques : dans le demi-plan / complexe 
superieur et dans le demi-plan / complexe inferieur. Nous avons vu que la causalite implique 
d'ecrire le propagateur complet Lorentzien et causal comme (par exemple pour d+1 impair) : 



G° c dd (I) = C 1 6{-I) + C 2 F 



d-l d-1 

I + ie) 2 [I-ie 1 



(5.48) 



La derniere etape est de determiner les coefficients C\ et C 2 - Un moyen possible est 
d'appliquer la premiere condition de la section 15.2.11 : la source de la fonction de Green est 
localisee a 1'origine seulement. On a done, excepte a l'origine, 



< UG c (u, v),(f>(u, v) > = 0, 



(5.49) 



ou <p est une fonction test et l'integration est effectuee dans la boite infinitesimale < a < 
v < b et — e < u < +e sur le cone de lumiere, hors origine. u, v sont les coordonnees du 
cone de lumiere definies dans l'appendice I5.BI et elles correspondent & I = —uv. Dans ces 
coordonnees, l'operateur d'Alembertien □ s'ecrit 



(5.50) 



ou f(u,v) = (^E^j) 1 vient de la geometrie AdS d+1 . Montrons tout d'abord que la partie 
reguliere CiO{u)0{y ) de la fonction de Green retardee ne suffirait pas a elle-seule a satisfaire 
la condition exposee au-dessus puisque 

d d „, , d 



g\Ue(u)e(v) = {^-f(u,v)-^- + ^-f(u,v)^-}6(u)6(v) 
ou ov ov ou 

= —f(u, v)5{v)6{u) + — f(u, v)5{u)6{v) 
= {d - l){u - v) d " 2 [5{u)9{v) + 8{v)6{u)\ 



(5.51) 



d'apres l'expression de /. Done < L2Ci9(u)9(v), <p(uv) >^ sur le cone de lumiere lorsque 
d + 1 > 2. II y a une fonction 6 avec son support sur le cone de lumiere. 

Nous allons voir que la partie singuliere de G c , i.e la fonction causale sous C2, verifie 
systematiquement la condition (15.49P en n'importe quelle dimension, de sorte la conclusion 
immediate sera que C\ = necessairement. On distingue pour la preuve le cas en dimension 
paire et le cas en dimension impaire : 

Cas d+1 pair 



G e c ven (I) = C X B{-I) + C 2 S(I + ie) - S(I - ie 
avec la solution singuliere, eqn. (15.471) . 

S(I) = S(-uv) = {1 + U1 £ f ( 1, l±^l 1 + d; 1 + vr 

(—UV) 2 



(5.52) 



(5.53) 
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Les singularites en / = correspondent aux singularites en u = sur le cone de lumiere 
dans la boite (0 < a < v < h—e < u < +e), puisque v > 0. On verifie la condition (15.491) 



pour la partie singuliere de G^ en , i.e C2 

fagon concrete, si on pose <p(—uv) ~ 0(0' 
dans les coordonnees u, v 



S(I + ie)-S(I-ie) 



en calculant le residu. De 



1, la verification de (I5.49j) equivaut a calculer 



J dv du\/\g\\3S(— uv) — j du^/\g\\3S(—uv] 



(5.54) 



ou C + est le contour d'integration qui evite la singularite en passant par le demi-plan u 
complexe superieur et C_ est le contour d'integration qui evite la singularite en passant par 
le demi-plan u complexe inferieur. L'integrand, dans le cas d+1 pair, possede une singularite 
isolee u = 0, tel qu'on le verra un peu plus bas, done on peut refermer le contour et re-ecrire 
( 15.541) comme 



dv du^/\g\\3S(— uv ) 

J a J C(7) 



dv I du 



d d d d 

du dv dv ' du 



S(—uv) 



(5.55) 



ou C & est le contour d'integration encerclant la singularite u — 0. Ensuite, par le theoreme 
de Cauchy, l'expression se reduit a 



f b f d d 

Ja dV J C . dU ^ f{%V) du- S{ - UV) - 



(5.56) 



En notant que (formule 15.2.8 dans [57] ) 



d_ 

dx 

d- 



'1 j 



d- 
X 2 



X 



1(1 



x 



.d-1 



d+l 
X 2 



(5.57) 



'expression devient 



d-1 
2 

d-1 
2 

d- 1 
2 





" A f A d ft \( \ {l + uv 



d-1 



Co 



—UV) 2 



(if 



(if 



dv 

d_ 

dv 



d-1 

1 



d-1 
2 



du 



u — V 



, d-1 



C 



« 2 



— V) 2 



(5.58) 



parce que le residu ne depend pas de v. 
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On conclut que C\ = et que le propagateur retarde scalaire dans AdS d+1 est, pour 
d + 1 pair, 



G ret (I) = C 2 6(t-t') 



1-7-zO) F(l,i±^;l + d;l- J-zO 



d-l 

2 



(l - I + io) F (l, ±±*; 1 + d; 1 - I + iO 



I-iO 



d-l 
2 



(5.59) 



Par exemple, en (3 + 1) dimensions, 



Gl% x (I) = C 2 6{t-t') -21og(J + zO) 

= 2mC 2 e(t-t') 
= 2mC 2 6(t-t') 



-29(-I) + 5(1) 
-26(1 — I 2 ) + 5(1 — I 2 



zO 



+ (I + iO) 



-21og(/-i0) 



r — + (/-<0) 



(5.60) 



Le coefficient de normalisation C*2 est ensuite determine par la seconde condition en com- 
parant le propagateur retarde dans AdS au propagateur retarde dans Minkowski proche 
de l'origine (/ = ou / = 1). La generalisation au cas tensoriel, c'est-a-dire le propagateur 
retarde physique du graviton dans AdS d+1 (d + 1 pair) est done 

+ B {2 > et (I) [(V M V^/)(V,V^J) + (V M V^/)(V,V^/)] (5.61) 
avec B^ ret (I) donne par (15391) . Et B^ ret (I) est deduit de B^ ret (I) a partir de (jOijl . 



Cas d + 1 impair 



GfV) = Ci0(-/) + C 2 5(7 + ie) - S(I - ie) 



(5.62) 



avec la solution singuliere (eqn. I5.46j) 



S(I) = S(-uv) 



1 - d , 3-d 

— - — , 1 — d: — - — ; — uv 



(5.63) 



De nouveau on veut verifier (15.491) pour la partie singuliere de G° dd , i.e C 2 S(I + ie) — S(I — ie) 
En posant (f)(—uv) ~ 0(0) = 1, la verification de (I5.49p equivaut a calculer, dans les coor- 



donnees u, v, 



J dv du^/\g\\3S(—uv) — J du^/\g\L2S(—uv)^j 



(5.64) 
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ou C + est le contour d'integration qui evite la singularite en passant par le demi-plan u 
complexe superieur et C_ est le contour d'integration qui evite la singularite en passant 
par le demi-plan u complexe inferieur. L'integrand, dans le cas d + 1 impair, possede une 
coupure en u > 0, a cause des puissances demi-entieres negatives, done on ne peut refermer 
le contour que sur la gauche de la singularite ou u < 0, et re-ecrire (15.641) comme 



I dv I du^/\g\nS(- 

Ja JCr 



-UV) 



dv / du 

JCc_ 



d d d d 

du^ U,V dv dv^ U,V du 



S(—uv), 



(5.65) 



ou C c est le contour en "trou de serrure" ("keyhole contour" en anglais) autour de la 
coupure u > 0. De plus, par theoreme de Cauchy, l'expression se reduit a 



d d 
dv I du—f(u,v)—S(—uv) 
! c dv ou 



(5.66) 



On a de plus que (formule 15.2.3 dans |57j) 

1 



lL [s{x)] s Tx 



, 1 -d , 3-d 
Fl — ,1-d;— — ;x 



X 2 



d-l(l-x\ 

Z x 2 



(5.67) 



Done on a affaire au meme integrand que pour le cas pair (eqn. (15.571) ). mais le contour 
d'integration C c est different : 



d- 1 



dv 7T 
ov 



d-1 
\\ — 



du 



u — v 



^d-l 



d+l 

U 2 



(5.68) 



La demonstration dans le cas impair est en progres. 



5. A Formules algebriques utiles 

Dans cet appendice, en utilisant la forme explicite de l'invariant de separation 

/ = cosh[£] cosh[£'] cos[t — t'\ — sinh[£] sinh[£'](n • n') S d-i 

en fonction des coordonnees de AdS d+1 avec la metrique globale ds 2 = — cosh 2 {£}dt 2 + d£ 2 + 
sinh 2 [^](ifi^_ 1 , nous calculons quelques formules algebriques utilisees dans le chapitre. 



V I = | (sinh[£] cosh[£'] cos[t - t'\ - cosh[£] sinh[f']) - t cosh[£'] sin[t - t'\ 



d-i 



sinh[£] sinh[e']X)^ V * 



n ■ n 



(5.69) 



i=i 
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(W) 2 = (J 2 -l), (5.70) 
y®W = Ig, (5.71) 

□/ = (d + l)I, (5.72) 
□VI, = VI (5.73) 

puis 

VI = £' (cosh[£] sinh[£'] cos[t - t'\ - sinh[£] cosh[£']) + t' cosh[£] sin[t - t'] 

d-l 

- sinh[£] sinh[£'] ]T e[ Viin ■ h% (5.74) 



i=l 



□V/ = (d+l)W, (5.75) 
(W-YXV^K = (V M /)(V^J), (5.76) 
V(V®V7) = g®Vl, (5.77) 

(V ® VI) ■ (V <g> V7) = VI <8> V'J + (5.78) 

5.B Metrique Ads' dans les coordonnees du cone de lu- 
miere 

On demarre avec la metrique globale 

ds 2 = - cosh 2 [«£]dt 2 + d£ 2 + sinh 2 [firing. (5.79) 

On calcule 

f f dj _ f cosh 2 [e/2]-sinh 2 [e/2] = /■ l-tanh 2 [e/2] 

./ 7 cosh[£] J cosh 2 [£/2] + sinh 2 [£/2] 7 M + tanh 2 [£/2] 

d 



d£— 2 tan 
d£ V 

2 tan -1 | tanh — 
V 2 



1 ^tanh 



(5.80) 



Done on a tan | = tanh | et 

ds 2 = cosh 2 [^](-dt 2 + dr 2 ) + sinh 2 [^]d^_ 1 . (5.81) 
De ( 15.811) on deduit facilement 

cosh 2 [£] = — — , sinh 2 [£] = tan 2 [r], (5.82) 
cos 2 [rJ 



d'ou 



—dt 2 + dr 2 

ds 2 = ;-— - + tan 2 [r]dn 2 d _ 1 . (5.83) 

cos 2 r v 7 
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En posant r = (U-V)/2 and t = (U + V)/2, on obtient 

En posant ensuite u = tan [£7/2] and v = tan[V/2] tel que 

dUdV A dudv 9r , rr TJ .. (w — t> ) 2 ~ , . 

" - 4 7^ N2> tan K* 7 " ^)/ 2 ]^-i = TT> ^d-i, (5-85) 



cos 2 [(f/-\/)/2] (l + uv) 2 ' LV 77 J d-1 (1 + uv) 

on obtient finalement 

^ 2 = f + (^ ) I • ( 5 - 86 ) 



Chapitre 6 



Reconstruction en espace reel des effets 
de lentille gravitationnelle sur le CMB 

Dans ce dernier chapitre nous traitons un sujet en cosmologie standard plutot different 
de la majeure partie de cette these, consacree principalement a la cosmologie branaire, 
mais auquel nous nous sommes interesses en parallele. II s'agit d'un travail effectue en 
collaboration avec Martin Bucher de l'Universite Paris-Sud en France et Kavilan Moodley 
de l'Universite de KwaZulu-Natal en Afrique du Sud. Ce travail est en progres et devrait 
etre publie bientot sur les archives : CMB lensing reconstruction in real space, Martin 
Bucher, Kavilan Moodley and Mathieu Remazeilles. 

Nous utiliserons l'abreviation anglaise CMB (Cosmic Microwave Background) pour desi- 
gner le rayonnement du Fond Diffus Cosmologique. Le CMB est un rayonnement de photons 
qui nous parvient de la surface de derniere diffusion, c'est-a-dire au moment du decouplage 
entre les photons et les electrons lorsqu'ils ne diffusent plus ensemble (epoque de la recom- 
binaison, redshift z ~ 1100, temperature T = 3000 K). Les photons se propagent alors 
librement jusqu'a nous (z = 0). Ce rayonnement du CMB est done l'image la plus ancienne 
de l'Univers observable dont on dispose. II nous apparait aujourd'hui a des frequences 
micro-onde comme un rayonnement de type corps noir a la temperature T = 2.7 K, le re- 
froidissement et la basse frequence du rayonnement aujourd'hui etant dus a l'expansion de 
l'Univers. Ce rayonnement du ciel a d'abord ete detecte par inadvertance comme un bruit 
micro-onde par les ingenieurs Penzias et Wilson en 1965, puis detecte comme un corps noir 
par le satellite COBE en 1992. En fait ce rayonnemnt n'est pas totalement un corps noir 
mais presente des anisotropies de temperature 6T/T ~ 10~ 5 , observables lorsqu'on mesure 
le spectre des correlations angulaires de temperature entre deux points dans le ciel separes 
d'un angle (bidimensionnel). Ces anisotropies de temperature sont directement reliees 
aux perturbations cosmologiques au moment du decouplage [25], et done aux conditions 
initiales de l'Univers produites a la fin de l'lnflation. En ce sens les spectres de puissance 
des anisotropies de temperature s'averent etre un outil observationnel puissant pour son- 
der la physique de l'Univers primordial et notamment tester les theories d'Inflation. Les 
anisotropies de temperature ont ete detectees par le satellite WMAP en 2003. Comme tout 
rayonnement electromagnetique, le rayonnement du CMB est polarise et presente done de 
la meme fagon des anisotropies de polarisation. II est pratique et d'usage de decomposer 
les anisotropies de polarisation sur une base de modes E et B (notes comme tel en re- 
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ference aux proprietes de parite scalaire ("electrique") pour le mode E et pseudo-scalaire 
("magnetique") pour le mode B). 

Les grandes structures dans l'Univers (amas de galaxies), presentes a un redshift z ~ 3, 
creeent un potentiel gravitationnel non-homogene (dit potentiel de lentille) et affectent 
done le trajet des photons par un effet de lentille gravitationnelle faible (deviation de la 
lumiere par un corps massif en relativite generate) . Ce potentiel de lentille affecte done 
les spectres primordiaux d'anisotropies de temperature T et de polarisation E et B et 
biaise done l'image reelle de l'Univers primordial apparaissant aujourd'hui. II est done 
indispensable de "nettoyer" les spectres d'anisotropies observes et contamines par les effets 
de lentille gravitationnelle faible ("weak gravitationel lensing" en Anglais) afin de restituer 
les spectres primordiaux. Un moyen de parvenir a cela est de reconstruire le champ de 
lentille gravitationnelle $(•£) (ou £ ~ 180/9) du CMB a l'aide d'estimateurs statistiques. 
On peut en effet construire des estimateurs quadratiques de $(£) a partir des anisotropies 
de temperature et/ou de polarisation observes, dans l'espace harmonique (equivalent a 
l'espace de Fourier si le ciel etait plat au lieu d'etre spherique). L'objectif est bien-entendu de 
construire un estimateur statistique efficace et optimal malgre qu'on soit soumis a plusieurs 
limitations dues aux capacites des outils d'observation (resolution, sensibilite, surface du 
ciel couverte,un seul point de vue d'observation, ...) et aux avant-plans dans l'Univers 
(points sources, Voie Lactee, ...). 

Dans ce travail nous tentons de reconstruire le champ de lentille gravitationnelle du 
CMB directement en espace reel, en montrant qu'on ne perd que tres peu d'information 
statistique lorsqu'on utilise nos estimateurs statistiques de courte portee angulaire sur la 
sphere celeste et en espace reel a la place des estimateurs habituels construits dans l'espace 
harmonique. Ces derniers sont non-locaux et necessitent en principe une analyse couvrant 
tout le ciel en entier, sans coupures ni excisions. Etant donne que toute l'information per- 
tinente des effets de lentille reside aux petites echelles angulaires, proches de l'echelle de 
resolution des cartes CMB du ciel, les champs de dilatation et de cisaillement (champs 
qui sont directement relies aux observations de maniere locale, contrairement au champ de 
deflection angulaire ou au potentiel de lentille lui-meme), crees par le potentiel de lentille, 
peuvent etre reconstruits au moyen de combinaisons quadratiques impliquant seulement 
des pixels faiblement separes dans le ciel. Bien que la reconstruction theorique des effets 
de lentille est naturellement plus abordable en espace harmonique, les methodes en espace 
reel developpees ici (section 16.31) ont l'avantage d'etre plus rapides a implementer numeri- 
quement et certainement plus utiles lorsqu'on veut analyser des cartes realistes du CMB 
contenant la coupure de la Voie Lactee ou d'eventuelles petites excisions pour soustraire les 
differents points sources. Nous commengons par rappeler brievement le formalisme utilise 



pour decrire les anisotropies du CMB en section 16.11 puis nous expliquons les effets de 
lentille gravitationnelle sur les spectres d'anisotropies du CMB en espace harmonique a la 
section 16.21 enfin nous presentons une ebauche de notre travail sur la reconstruction des 
effets de lentille (dilatation et cisaillement) en espace reel a la section 16.31 

On notera abusivement T(n) = STcmb/Tcmb les fluctuations anisotropes de tempera- 
ture du CMB dans le ciel bidimensionnel dans la direction n. Les anisotropies du champ 
de polarisation du CMB sont decrites par les modes E(n) et B{n). Pour decrire les effets 
de lentille sur le CMB, on utilisera souvent l'approximation de ciel plat qui reste une ap- 
proximation assez precise pour toutes les echelles angulaires couvertes par les instruments 
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de mesure sauf pour les plus grandes echelles angulaires, ou la courbure de la sphere celeste 
ne joue plus un role negligeable. 



6.1 Un peu de formalisme du CMB 

Les anisotropies du CMB sont liees aux perturbations cosmologiques provenant elles- 
memes des fluctuations quantiques de l'inflaton. En ce sens les anisotropies sont des va- 
riables stochastiques et ce sont done leurs proprietes statistiques que Ton cherche a etudier. 
La plupart des modeles d'Inflation predisent des fluctuations gaussiennes, dans ce cas toute 
rinformation statistique est contenue dans la fonction de correlation a deux points 

C(9) = (T(n)T(n')) (6.1) 

par exemple pour les anisotropies de temperature du CMB. Ici 9 est Tangle bidimensionnel 
entre les deux points du ciel observes dans les deux directions n et n' et defini par cos(6 l ) = 
n ■ n'. L'hypothese d'isotropie de l'Univers entraine l'isotropie statistique des variables 
fluctuantes done que la fonction de correlation ne depend que de l'ecart angulaire entre les 
deux points. On peut, de fagon conjuguee, decrire les anisotropies de temperature sur la 
sphere celeste dans l'espace des harmoniques spheriques selon 

oo +£ „ 

T (n) = J2J2 a LYim(n) ou aj m = / T(n)Y lm (n)d 2 n. (6.2) 

1=1 m =-£ 

Le spectre de puissance des anisotropies de temperature est done 



T T* 
tm a i'm' 



J J C(9)Y lm (n)Y* ml (n')d 2 nd 2 n' . (6.3) 



II est pratique de decomposer la fonction de correlation angulaire sur la base des polynomes 
de Legendre selon C{6) = (1/(4tt)) ^ e (2£ + l)C e P e (cos9) afin de reduire 

(aj m aj,* ml ) = I [f2^^C e ,P ef icos9)YUn)Y; n An^nd^ (6.4) 
a l'aide de la formule P^cosfl) = (4tt/(2£+ 1)) ElL^mW^K) a 

{ a Jm a J>m>) = CtSteSmm'. (6.5) 

Les coefficients Ce constituent le spectre de puissance angulaire et ne dependent que du 
parametre t appele multipole et relie a l'ecart angulaire entre deux points du ciel selon 
t ~ 180/0, si 9 est en degres. Le monopole t = correspond a la temperature moyenne du 
CMB : Tqmb = 2.7 K. Le dipole £ = 1 est du a l'effet Doppler cree par notre mouvement, 
ou plutot par le mouvement de la Voie Lactee. Sur les cartes d'anisotropies du CMB est 
represente le spectre de puissance RMS ("root mean square" en Anglais), defini par Ce = 

e(e + i)c e . 
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Beaucoup de contraintes sur la physique de l'Univers primordial peuvent etre obtenues 
a partir de l'analyse de ces spectres d'anisotropies du CMB. Nous ne les detaillerons pas 
ici, mais par exemple on peut montrer que la position des pics acoustiques dans le spectre 
d'anisotropies de temperature, notamment a £ ~ 220, exige que les conditions initiales de 
l'Univers issues de l'lnflation soient adiabatiques. Les courbes des spectres d'anisotropies 
ont egalement permis de contraindre la valeur des parametres cosmologiques tels que, par 
exemple, la densite baryonique, la densite d'energie noire, de neutrinos, le parametre de 
Hubble, ... [60]. 

Dans la suite nous utiliserons V approximation de ciel plat, qui est une approximation 
robuste pour la plupart des echelles angulaires couvertes par les instruments de mesure 
mais critique aux plus grandes echelles angulaires, ou la courbure de la sphere celeste n'est 
plus negligeable. Dans l'approximation de ciel plat, on peut developper les anisotropics de 
temperature sur la base de Fourier selon 

no) = J w ex p ^ ■ 0] • ( 6 - 6 ) 

ou Tangle bidimensionnel a cette fois la dimension d'une longueur, et le moment £ bi- 
dimensionnel a la dimension de l'inverse d'une longueur. Notons que, la fluctuation de 
temperature etant un champ reel, on a T*(£) = T(—£). Par isotropic statistique la fonction 
de correlation a deux points ne depend que de la separation entre les deux points 

(T(0)T(0')> = C(\0-6'\). (6.7) 

II s'ensuit 

(T(£)T*(£)) = J d 2 J d 2 O'e- a e e a '- 'C(\0-6'\), 
' d 2 6 ! d 2 re^'- e) e e w ' r C(r), 



= (2ix) 2 5 2 (£-£') J d 2 re l£ r C(r), (6.8) 

ou on a effectue le changement de variable r = — 6' et r = \r\. En utilisant la decompo- 
sition en fonctions de Bessel, exp [ir cos (ft] = J2™=-oo i n Jn(r) exp [incp], on definit le spectre 
de puissance des anisotropics dans l'approximation ciel plat selon 

C t = [ d 2 re il r C{r) = I rdr I d<j> r e ie - rcos ^-^C{r) = 2ir [ rdr,J (£r)C(r). (6.9) 



Le spectre de puissance des anisotropies du CMB est statistiquement isotrope et done 
diagonal en £ : 

(T{£) T*{£')) = (2tt) 2 5 2 (£ - £') C(£). (6.10) 

Remarquons que (\T(9)\ 2 ) = J(d 2 £/(27r) 2 ) J(d 2 £' /(2vr) 2 ) exp [i(£ - £') ■ 6} (T(£) T*(£')) = 
J™(d£/e)l 2 C e /2ir. La quantite RMS sans dimension pour le spectre est dans l'approxi- 
mation ciel plat : Cg = d(T(6) 2 ) /d[\n£] = £ 2 C^/27r, a comparer avec l'expression en ciel 
spherique. 
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En pratique, on n'observe qu'une seule realisation statistique de notre Univers obser- 
vable, et done dans une hypothese d'ergodicite spatiale, les spectres C% bs observes sont 
obtenus a partir d'une moyenne spatiale sur tout le ciel alors que les Ce theoriques cor- 
respondent une moyenne statistique (en fait e'est la variance cosmique) de variables gaus- 
siennes ap m distributes selon une loi de probability gaussienne 

P{ a tm) = (l/v^vrC^) exp [— af m /2CV|. On utilise done generalement l'estimateur statistique 
sans biais ({C e ) spa tiaie = Ce) suivant : 

m 

pour estimer la variance cosmique Cf . 

Bien-entendu tout le formalisme presente dans cette section pour decrire les anisotropics 
de temperature T est identique pour les anisotropics de polarisation E et B. Si Ton note 
C((TT) le spectre d'anisotropies de temperature, on peut egalement obtenir les spectres 
d'anisotropies C?{EE) et Ce(BB) ainsi que les correlations croisees Cg(TE), Ci(TB) et 
Ci(EB). Notons que pour des raisons de parite, les perturbations scalaires ne peuvent en- 
gendrer que des modes E (qui possede la symetrie scalaire), ce qui indique que la detection 
de modes B (qui possedent la symetrie pseudo-scalaire), a travers l'observation du spectre 
Ci(BB) (non-encore detecte), sera le signe de l'existence d'ondes gravitationnelles (pertur- 
bations tensorielles) produites lors de l'lnflation, et done un test decisif pour les modeles 
d'Inflation. On pourrait alors mesurer le rapport tenseur-scalaire T/S et magnitude du 
potentiel de slow-roll dans l'lnflation a un champ (echelle d'energie de l'lnflation). 

6.2 Effets de lentille gravitationnelle sur le CMB dans 
1' approximation de ciel plat 

6.2.1 Effets de lentille 

La presence de grandes structures, telles que les amas de galaxies dans l'Univers, consti- 
tue un avant-plan a z ~ 3 sur la ligne de visee entre la surface de derniere diffusion et nous. 
Ces structures creeent un potentiel gravitationnel qui devie les geodesiques nulles (ou la 
trajectoire des photons du CMB). Par consequent les spectres d'anisotropies du CMB qu'on 
observe aujourd'hui ont subit des distorsions dues au potentiel gravitationnel. C'est Teffet 
de lentille gravitationnelle faible sur le CMB ("CMB weak gravitational lensing" en An- 
glais). Une revue complete des effets de lentille gravitationnelle sur le CMB a ete faite par 
Challinor et Lewis [6l] . 

Dans le formalisme de la relativite generate, on peut calculer la deflection (vecteur 
de deplacement sur la sphere celeste) des geodesiques nulles perturbees (trajectoires des 
photons) a l'ordre lineaire, engendree par le potentiel gravitationnel \I> [61] : 

I = -2 d X ! K ^* ~f v n ^{ X n- 7,0-x), (6.12) 
Jo Jk{x*)Jk{x) 

ou x es t la coordonnee radiale et x* est l a distance a la surface de derniere diffusion, V„ est 
derivee covariante sur la sphere celeste S 2 et Jk{x) = si n (V^x) / ou sinh(y / |iT|x) / y\K 
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ou x decrit la geometrie spatiale, selon que l'Univers est respectivement ferme (K > 0) ou 
ouvert (K < 0) ou plat (K = 0) spatialement. On definit le potentiel de lentille comme 
$(n) = -2 /*• dx (fxix* - x)/(fK(x*)fi<(x))) *(x™5 rjo ~ x), de telle sorte que Tangle de 
deflection sur la sphere celeste s'ecrit simplement 

£ = V„$(n). (6.13) 

Dans 1' approximation de ciel plat, les fluctuations de temperature "lentillees" sont done 
T L (0 + £) dont le developpement a l'ordre lineaire entraine que le decalage d'anisotropie 
de temperature sans et avec lentille (T L — T) est 

ST (9) = -(V$) • (VT). (6.14) 

De fagon conjuguee, la correction (due aux lentilles) a l'anisotropie de temperature observee 
est donnee dans l'espace de Fourier (approximation ciel plat) par 

5T(£ F ) = J |^ (+£ L ) ■ {l F - £ L ) $(£ L ) T(£ F - £ L ). (6.15) 

Les anisotropies de polarisation peuvent etre decomposers sur la base des modes E et B, 
dans l'approximation de ciel plat : 

PiiiP) = J ex P [i* ■ °) { [ 2 Wj - S a\ E (£) + [(* x *)A + x *);] B ^)} , (6-16) 

ou £ = £/£ et T{6) + fiifijPij(0) donne l'anisotropie de temperature de la composante 
polarisee lineairement le long du vecteur n. II s'ensuit 



5E{£ F )\ _ f d 2 £ L f /+cos[20 F/ ] + sin[29 F/ ]\ = £ F -£ 



5B(£ F )J 'J (2tt) 2 *l) ^si r n[2e^j + cos [20^] J = Z - Z\ 1 ' (6 ' 1?) 

ou 6^7 est Tangle entre le vecteur £i et le vecteur £ F . II s'ensuit que le spectre de puissance 
"lentille" des anisotropies de temperature vaut 

C ST5T (£ ST ) = J |^ [U ■ (£st - U)] 2 C**(*») C TT {£ T = \£ ST - (6.18) 

Ici on a suppose implicitement que le potentiel de lentille <3> et l'anisotropie de temperature 
intrinseque (non "lentillee") T ne sont pas correles. De fagon similaire pour la polarisation 
"lentillee", on a le spectre de puissance suivant : 



C SB5B \£ F J)j ~ J (2n) 2 ^ ' ^ F ~ ^*^ 2 ^^^^ 



cos 2 [2# F/ ] sin 2 [2# FJ ]\ fC EE (\£ F - U 



X Vsin 2 [2^ 7 ] cos 2 [20 F7 ]J \C BB (\£ F -U\)J- {6A9 > 

Ici on a suppose que C EB = C E ® = C B<S> = 0. Au niveau des fonctions de correlation a 
deux points, les effets de lentille gravitationnelle distordent done le spectre de puissance 
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des correlations TT (temperature-temperature) et melangent les spectres de puissance des 
polarisations EE et BB, en plus de les distordre. Pour des bas £ (i.e. dans la limite £ — > 0), 
on peut approximer l'integrale (16.181) par 

d£ „a TT f n\ <3><i> 



yfc JJ (f)c M (l). (6.20) 

Le fait que cette integrate ne diverge pas dans l'infrarouge ( £ 6 c TT (£)c®®(£) possede un 
pic bien a droite du quadrupole £ = 2) implique que pour £ <C £ 5 ^f k , le spectre c 5T,ST (£) 
est quasiment un spectre de bruit blanc. Un leger changement de £ change radicalement 
l'integrand ; done dans ce regime c 5T,5T (£) est presque constant. Dit autrement, toute la 
magnitude a bas £ est due a de tres faibles lentilles agissant sur les anisotropics du CMB 
aux grandes echelles angulaires. Le meme argument s'applique a c SB,5B (£); cependant la 
position du pic £ 5 p ff k B est decalee par rapport a £ 5 ^f k du fait de Failure differente du 
spectre c EE (£). 



6.2.2 Reconstruction du potentiel de lentille en espace de Fourier 

Nous nous occupons maintenant de la reconstruction du potentiel de lentille $(£) en 
construisant des estimateurs quadratiques optimaux en espace de Fourier. Soit 

T tot = T + 5T. (6.21) 

Comme la theorie est gaussienne, les fonctions de correlations a trois points du type ($TT) 
s'annulent lorsqu'on considere le potentiel de lentille comme un champ stochastique gaus- 
sien, de fagon identique a T. Cependant, si nous considerons le potentiel de lentille du 
CMB comme fixe, nous trouvons que les fonctions de correlations "lentillees" (T tot T tot ) (qui 
impliquent a l'ordre lineaire en $ des fonctions a trois points (<I>TT)) ne s'annulent plus, 
et cette propriete peut etre exploitee pour reconstruire le champ de lentille en utilisant des 
estimateurs statistiques quadratiques en T (ou E et B). On peut developper 

(T tot (£i) T tat (l 2 )) = (5T{l x ) T(£ 2 )) + (T(£ 1 ) 5T(Z 2 )) 

= J 7^(+^) • (*i - **) (T^i ~ **) + (^i ^ **) 

= -(4 + 4) • [£i c TT (£i) + £ 2 c TT (£ 2 )] $(A + 1 2 ). (6.22) 

Par consequent, 

m n = e . [£ , C TT [n + {l l _ e) C TT il£ _ m T ^ - n (^) 

genere une famille continue bidimensionnelle d'estimateurs statistiques pour $(•£) indexee 
par £'. Notons que £' et (£ — £') indexent le meme estimateur. Pour eliminer cette redon- 
dance, on introduit les coordonnees £' = (£^,£' ± ), ou £',, et £' ± sont les composantes paralleles 
et perpendiculaires par rapport au vecteur £. Si on exige £' ± > 0, on evite le double comp- 
tageQ Ci-dessous, ^2 £ / denotera la somme avec £' ± > 0. Nous recherchons maintenant la 



J Dans la limite continue on n'a pas besoin de s'inquieter du bord de ce domaine £' ± = 0, qui est de 
mesure zero. 
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combinaison lineaire optimale 

®opt(l) = J^w(£; £')&(£; £'), (6.24) 
e 

ou les poids satisfont 

Y^w{£]£') = 1. (6.25) 
a 

La variance de l'estimateur ci-dessus est 

Y^J^w{£;£') V (£',£"; £) w*{£; £"), (6.26) 



ou 



V{£', £"; £) = ( ($(£; £') - ($(£; £") - <$>{£) 

1 



£ ■ [£' c TT {£') + {£- £') c TT (\£ - £'\)} £ ■ [£" c TT (£") + (£ - £") c TT (\£ - £"\ 
x (t(£ - £') T(£') T*(£ - £") T*(£" 

{2irf ■ \5\£' - £"f ■ c TT {£>) c TT {\£-£'\) 
{£ ■[£' c TT {£' ) + (£-£') c TT (\£ -£' |)]} 2 ' 

Pour donner du sens a l'expression ci-dessus, on passe a la limite discrete telle que (16.271) 
devient 

V(£>,£";£) = L*.5 t/r . c tt{£') ctt{\£-£'\) 

{£■[£" c TT (£") + (£-£') c TT (]£-£' \)]} 2 

ou L est le cote du carre d'observation du ciel dans l'approximation de ciel plat. Soit 

B(£ max ; £) = {£'\£' ± > et \£'\ < L max et \£ - £' \ < L max }. (6.29) 

On trouve que, pour l'estimateur optimal forme des combinaisons lineaires avec 
£ ^ ./i(./j OTOa . , £). 

V-}(£;£ max ) = V- l (£;£') 
£'eB(e max -,£) 

{£ ■ [£' c TT (£') + {£- £') c TT {\£ - £'\)] } 2 



-2 



c TT (£>) c TT (\£-£'\) 

dH> {£■[£' c TT (£') + {£-£') c TT (\£-£'\)]} 2 
*' eS (W)( 27 2 c TT {£')c TT {\£-£'\) ' ^ 



ou, a la derniere ligne, on a utilise une approximation continue. Les poids optimaux sont 
donnes par 
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On peut re-exprimer le resultat (16.301) ci-dessus en fonction d'un spectre de puissance 
continu pour le bruit de la reconstruction (variance de l'estimateur) : 



C 



<5$ 8<5> 







V, 



opt\"~i ^max ) 

dH' {£ ■ [£' c TT (£>) + (£- £') c TT {\£ - £'\)] } s 



'eB(e maw -£) (2vr) 



c TT (l>) c TT (\£-£'\) 



. (6.32) 



Lorsque \£\ -C 
simplifie selon 



et ctt{ 



constant (i.e. un bruit blanc), l'expression ci-dessus se 



C 



6<S> 8<5> 



(£; 



ln\£\ 



-4a-2 
^max' 



(6.33) 



Les differents facteurs sont compris comme suit. Le facteur \£\~ 4 est present parce que 
c'est la deformation de cisaillement (et egalement la dilatation) qui se mesure localement. 
Pour C Sk 5k , on a essentiellement un bruit blanc, parce que c'est surtout l'effet de lentille 
sur les plus petites echelles de fluctuations, juste en dessous du "cut-off" £ ma x, qui fournit 
l'essentiel de 1'information. Qualitativement, on peut dire que n est detecte en mesurant 
le spectre de puissance local sur les echelles juste en dessous du "cut-off" et en comparant 
ce dernier avec le spectre de puissance moyen. II faut remarquer que $ et £ ne sont pas 
directement mesurables. On ne peut pas mesurer le deplacement absolu £ parce que, la 
statistique etant invariante par translation, nous ne savons pas a quoi devraient ressembler 
les anisotropics "non-lentillees" sous-jacentes. Par consequent, le rapport signal sur bruit 
carre de la carte reconstruite est donne par 



(S/Nf = 0(l)c^(£)£H 2 



(6.34) 



A l'aide d'un "broad binning" (i.e. avec (A£)/£ w 0(l j), on peut ameliorer le rapport signal 
sur bruit au carre pour la detection des effets de lentille selon 



(S/N) 2 = 0(l)c^(£)£ 6 £: 



2 

max ' 



(6.35) 



Estimons maintenant dans quelles proportions le bruit d'un spectre generique (de type 
loi de puissance) pour le fond "non-lentille" differe de l'estimation precedente qui supposait 
un spectre de type bruit blanc. Bien-sur, lorsque le spectre contient des zeros, on peut 
s'attendre a ce que le denominateur s'annule et la fonction diverge. Mais supposons pour 
le moment un spectre en loi de puissance. Si nous comparons la magnitude de £c(£) (le 
seul terme qui apparait dans le cas du bruit blanc) avec le terme donnant la correction 
dominante au spectre de bruit blanc £'£Vc(£'), on trouve que c'est de l'ordre de n pour le 
cas d'une loi de puissance de la forme c(£') = £' n . Par consequent, quand l'indice spectral 
local <iln[c]/dln[£] est d'ordre un, on s'attend a ce que le calcul de bruit blanc effectue 
ci-dessus soit corrige d'un facteur d'ordre 1. 

Finalement on modifie l'equation (I6.32f) pour inclure le bruit du detecteur et la largeur 
finie du faisceau selon 







d 



2 



{£ ■ [£' c TT (£') + (£- £') c TT (\£ - £'\)] }' 



-i -i 



(27T) 



c TT (£>)+n e ^(£>) 



c TT (\£-£'\ 



~\~ Thrprp ^ | 



£'\ 



. (6.36) 
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Ici, les tItt(£') incluent un facteur d'attenuation du profil du faisceau de la forme exp[+(£/4eam) 2 ]- 
Avec ces modifications, le cut-off £ max est donne par le profil du faisceau et le bruit du detec- 
teur correspond a un cut-off regulier. Le facteur 1/2 sert a compenser le double comptage. 

De le meme fagon on peut construire un estimateur quadratique en espace de Fourier 
base sur l'effet de lentille transformant le mode E mode en mode B. 

c s*s* {g) = U f dH> {e-£'c EE (nY sin 2 [29^] 
[EB] [ 2 J (2?r)2 (cee(1>) + n e M(e>)) nf B {\i - £'\) 

Avec une sensibilite sufRsante des detecteurs (i.e. n e Jl,n e ^ <C cee), cet estimateur devient 
particulierement puissant grace au facteur {n e Jg/ 'cee) par comparaison a un estimateur 
construit a partir des correlations TT, avec approximativement la meme resolution angu- 
laire. Pratiquement tout le signal B peut etre attribue sans ambiguite aux effets de lentille, 
sans risque de confusion avec le signal B intrinseque "non-lentille" bien plus faible. Deux 
autres estimateurs peuvent etre construits de la meme fagon en utilisant les combinaisons 
TE, EE. Pour former l'estimateur quadratique optimal, pour chaque £ on peut construire 
les estimateurs &a(£] £') ou les indices A, B decrivent les combinaisons TT, TE, EE, et EB. 
II n'est pas necessaire d'inclure la combinaison BB parce que cette combinaison n'intervient 
qu'au deuxieme ordre en $. 



(6.37) 



6.3 Reconstruction en espace reel de la dilatation et du 
cisaillement des cartes du CMB (ebauche) 

Nous avons vu a la section HT2l qu'au niveau des fonctions a deux points, l'effet de lentille 
gravitationnelle deforme les spectres des correlation TT (temperature-temperature) et me- 
lange les spectres de correlation EE et BB (polarisation) en plus de les deformer. Les effets 
de lentille genere en fait des non-Gaussianites se manifestant dans les fonctions de corre- 
lations a plus de points. Au niveau des fonctions a trois points par exemple, (T(O)T(O')) 
contient la fonction a trois points (T NL (6)'VT NL 'VQ') (T nl designe la temperature non- 
lentillee) qui ne s'annule plus si l'on considere le potentiel de lentille comme un champ fixe, 
et non plus aleatoire. Cette propriete a ete exploitee a la section 16.21 pour reconstruire le 
champ de lentille au moyen d'estimateurs quadratiques en T (ou E et B) dans l'espace 
harmonique (ou de Fourier dans l'approximation du ciel plat). 

Beaucoup d'efforts ont ete depenses dans la litterature pour obtenir une reconstruction 
optimale du potentiel de lentille en espace harmonique. Mais cette methode presupposait 
implicitement une couverture totale du ciel sans la coupure galactique, sans les mauvais 
pixels dus aux points sources qui devraient normalement etre excises, et sans ponderation 
non-uniforme tenant compte d'une couverture irreguliere mais realiste du ciel. Pour une 
reconstruction basee sur la temperature, il a ete montre comment construire un optimateur 
quadratique optimal dans ce contexte idealise, et que l'amelioration gagnee lorsqu'on utilise 
plutot un estimateur du maximum de vraisemblance (plus optimal) est marginale [67], parce 
que la deformation due a l'effet de lentille est faible par rapport a la variance cosmique 
et au bruit de l'experience (excepte cependant aux tres grands £). Pour l'exploitation des 
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anisotropies de polarisation, la situation est differente : a haute sensibilite de l'experience, le 
mode de polarisation B, du quasi-exclusivement aux effets de lentille sur le mode E, domine 
le bruit de l'experience et les corrections d'ordre superieur de l'estimateur quadratique 
presentes dans l'estimateur du maximum de vraisemblance ne sont plus negligeables. 

Ici nous adoptons une approche en espace reel pour la reconstruction des effets de len- 
tille. Dans les conditions ideales souvent supposees et decrites ci-dessus, cette approche 
donnerait naturellement le meme resultat que l'approche conventionnelle en espace harmo- 
nique. Cependant notre interet est de construire des estimateurs legerement non-optimaux, 
qui sont modifies de fagon a etre de courte portee (courtes echelles angulaires), de telle 
sorte que les coupures, excisions de pixels et couverture non-uniforme du ciel puissent etre 
prises en compte d'une fagon simple et flexible. Nous pensons que de tels estimateurs locaux 
definis dans l'espace reel, non-ideaux mais plus robustes, vont se montrer superieurs dans 
la confrontation avec les complications inherentes aux donnees reelles. 

Nous presentons maintenant les relations entre les differentes descriptions de l'effet de 
lentille et nous calculons la deformation des anisotropies dans l'espace reel. La deformation 
par effet de lentille des anisotropies du CMB sur la surface de derniere diffusion peut etre 
decrite de trois manieres : par le potentiel de lentille par le champ de deflection £ = — V$, 
ou par les trois composantes du tenseur de cisaillement 



Meme si on avait acces au ciel entier, les descriptions $ et £ souffrent d'une certaine ambi- 
guite. $ ne peut pas etre distingue de $ + (constante) et le champ vectoriel £ ne peut etre 
mesure qu'a une constante de translation pres (ou une rotation pres si on prend en compte 
la courbure du ciel). Si on observe seulement le spectre de puissance du CMB, un morceau 
du ciel et son translate ont necessairement la meme probabilite a cause de la propriete 
d'isotropie. Par contre, la dilatation et le cisaillement (qui sont les gradients du champ 
vectoriel de translation) sont localement bien definis. Cela se voit facilement en conside- 
rant l'effet d'une deformation constante decrit par la matrice de deformation S reliant les 
coordonnees angulaires 0, actuellement observees sur la sphere celeste pour un point de 
la surface de derniere diffusion, aux coordonnees 6' qu'aurait ce meme point en l'absence 
d'effet de lentille^. On a 6' = SO avec S = exp[n]. Nous employons l'approximation du 
ciel plat et supposons que les deformations sont petites et done qu'une approximation a 
l'ordre lineaire est acceptable. On notera de fagon generique P(£) le spectre de puissance 
primordial (e'est-a-dire sans les effets de lentille) dans l'espace de Fourier pour n'importe 
quelle fonction de correlation a deux points. 

Calculons la deformation des spectres de puissance par dilatation et cisaillement. On ne 
cherchera pas la rigueur dans la demonstration qui suit mais plutot les arguments principaux 
qui amenent au resultat attendu. Si deux points et 0' de la sphere celeste sont deplaces 
par effet de lentille selon les vecteurs de deflection di et d 2 respectivement, alors, d'apres 
le trapeze (Fig. 16.11 ). on a que la deformation 5(d0) de l'ecart dO = — 0' entre les deux 

2 Dans la suite, sauf indication contraire, on emploiera l'approximation du ciel plat ou le vecteur 8 
represente un point sur la sphere celeste "aplatie" et £ represente un nombre d'onde. Par moments des 
sommations sur (l,m) seront aussi utilisees. 




(6.38) 
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Fig. 6.1 - Schema du deplacement de deux points du aux effets de lentille. 

points vaut 5(d0) = d 2 — d 1 . Dans la limite de petites deflections et de points proches, et 
puisque la deflection est le gradient du potentiel de lentille (di = Ve$, d 2 = V '$), on 
peut re-ecrire 

= -K ab (6)dd b (6.39) 

ou K a b(9) est le tenseur de cisaillement et ou on somme sur les indices repetes (5(d0) = 
— k • dO). La deformation du spectre de puissance P(d0) = (T(0)T(0')) dans l'espace reel 
vaut done 

5P{d0) = P{d0 + 5{d0)) - P{d0) 

- s(d0) dpm 

~ 5ma -dd67 

= <™> 

En supposant que la dilatation et le cisaillement varient lentement et en remarquant que la 
transformer de Fourier de x b dP/dx a vaut -(d/d£ b ) [tP{\l\)\ = -6%P{£) - £ a dP/d{£ b ), on a 
dans l'espace de Fourier la deformation suivante pour le spectre de puissance 



pqe\) p(i) + k\ (wo + r^j 



-* P W + 2Ko p M + ^r|-^. ,6.41) 

A l'ordre lineaire le spectre de puissance est done modifie de la fagon suivante, preservant 
l'homogeneite mais pas l'isotropie du processus stochastique sous-jacent : 



, + , d{\og[P{£)}) + \ + (k + {£\ - £\) + M2^A d{\og[P{£)}) 



d{\og[£\) J V ^ J d{\og[£\) 



(6.42) 



Pour le cas d'un spectre invariant d'echelle {i.e. une loi de puissance de la forme P(£) oc £ 2 ) 
il n'y a pas de modifications dans les correlations qui soit due a la composante de dilatation 
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Ko du tenseur de cisaillement. De fagon similaire pour un spectre de bruit blanc parfait 
(i.e. une loi de puissance de la forme P(£) oc £°), il n'y a aucune modification venant des 
composantes de cisaillement pur k + , k x dans les correlations anisotropes a deux points. 

Si les composantes de dilatation-cisaillement sont supposees lentement variables, on peut 
done construire les estimateurs de Kq, k + et k x , en repassant dans l'espace reel, comme suit : 



o j d 2 6 Jj 2 6' [T(0) T(0') - (T(0) T(0')) K=O ] 



(2tt) 2 " l v n [P(£)+N(£)) 2 \ d{\og[£\) 
N [ d 2 6 [ d 2 9> [T(0) T{0') - (T(0) T(0')) K=O ] K o (0 - 0') 

J A J A 



(6.43) 



et de fagon similaire, en posant l\ = £cos($) et £2 = ^sin(i?), 



A^ +iX J d 2 9 J d 2 9' T{<9) T(0') 

x [*Ljtot (0 0'M m d(log{P(£)]) (cos(2$)\ 
X J (2vr)2 eXP ^-^ yjJ [P{t) + N{l)Y d{\og[t)) [Onmj 

N+ ' x L d2 ° L dH ' ne) Tm {k$ - 0')) ' (6 - 44) 



ou les facteurs de normalisation sont donnes par 



N 



A 



d 2 



[P(£)Y 



d(log[P(£)}) 



(27t) 2 [p(e) + N(e)} 2 V d(\og[e}) 

A f d 2 £ \P<^ 2 
2 



d{\og[P{£)]) \ 
(2tt) 2 [P(£) + N(£)] 2 V d(\og[£]) J 



(6.45) 



et A est l'aire du domaine du ciel considere. 

Les expressions ci-dessus supposent un domaine du ciel spatialement plat, bidimension- 
nel, d'aire etendue mais finie, et sujet a une deformation lineaire spatialement uniforme. 
On pourrait considerer un domaine toroidal dans la limite ou la periode du tore devient 
extremement grande. II est indispensable de considerer tout d'abord la relation entre ce pro- 
bleme simplifie et le probleme reel de reconstruction du champ de lentille pour des cartes 
du CMB de resolution finie. A cause de la petitesse des deformations des anisotropies du 
CMB par les lentilles, la situation simplifiee consideree ci-dessus est moins differente qu'on 
pourrait le penser de la situation reelle ou Ton a affaire a un ciel courbe et des champs de 
dilatation/cisaillement non-uniformes. 

Le trace le plus a droite de la figure Fig. 16.21 montre le spectre de puissance RMS de 
la dilatation/cisaillement ("Root Mean Square" en anglais, i.e. [£(£+ 1)] 2 C^ K ) en fonction 
du nombre de multipole, et on observe que pour £ < 3000, la deformation est toujours plus 
faible qu'environ 3%. Cela illustre que les effets de la dilatation/cisaillement se manisfestent 
en particulier aux tres petites echelles angulaires sur les cartes d'anisotropies du CMB. 
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Fig. 6.2 - Le spectre de puissance du champ de lentille est represents de deux manieres. 
Les deux traces (de la gauche a la droite) illustrent le champ de lentille exprime par le 
champ de deflection et le champ de dilatation/cisaillement, respectivement. On a trace 
Cf = f Cf* et Cg K = £ A Cf* multiplies par £(£ + l)/(2vr) selon la convention. De ces 
deux traces, le deuxieme spectre de puissance (dilatation/cisaillement) est plus directement 
relie a la deformation observee localement sur les cartes du CMB. 



Pour l'estimateur lineaire ideal (couverture totale du ciel), l'inverse de la variance est 
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£,m 

CO 



2(c e + n e ) 2 
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d£ 



d(ln[c e ]) 
d(\n[£]) 
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(c e + n e ) 2 

et pour un estimateur non-ideal avec le vecteur de poids {we}, on definit 

1 



ou m deal = a\ et avec 
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Le produit scalaire a ete defini ici comme suit 

M) = ± J £d£ 



d(ln[fl) 



+ 2 



]) 



cos(0)" 



a e b e 



(6.46) 
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(6.48) 
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FlG. 6.3 - La figure de droite montre l'information cumulative normalisee \ 2 en fonction de 
£, integree des petits £ aux grands £ d'une part et integree des grands £ aux petits £ d'autre 
part, ou on a utilise les parametres de sensibilite et de resolution de l'experience PLANCK. 
On remarque que 80% de 1'information est concentree dans l'intervalle £ = 800 - 1600. 
Les plus petits £ ne contribuent presque pas a l'information parce que le spectre angulaire 
dans le ciel est quasiment invariant d'echelle. Aux plus grands £, le bruit de l'instrument 
et l'etendue du faisceau contaminent le signal disponible. Dans l'intervalle intermediaire, 
on observe une structure de plateaux connectes par des montees abruptes. Cette structure 
est la consequence directe des oscillations Doppler. Autour de ces oscillations, le spectre 
est presque invariant d'echelle et done ne contient aucune information pour determiner la 
dilatation. 



Ainsi, l'estimateur non-ideal n'est pas biaise mais sa variance est donnee par 

o 1 o 



0"= 



-(71 



(6.50) 



K {w t } cos^($) Kideal 

La variance de l'estimateur non-ideal (de support fini) est done toujours plus grande que 
la variance de l'estimateur ideal excepte dans le cas particulier ou les vecteurs 
Q[<i(ln[Q])/(i(ln[£]) + 2] et wi sont lies (lineairement dependants). Des formules analogues 
peuvent etre obtenues facilement pour k + et k x . 

Considerons comment l'information contenue dans l'estimateur ideal est repartie sur les 
differents multipoles. Sur la figure Fig. 16.31 on a trace les quantites 

1 2 
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JO 
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d(\n[c e ]) 
d(ln[fl) 



+ 2 
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F<(£), ou le bruit de l'experience est 

n e = n exp [+£ 2 9 2 beam \ = n exp [+£ 2 / £\ 
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(6.51) 



(6.52) 
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Multipole number (I) 



Fig. 6.4 - Index spectral local <i(ln[Q])/<i(ln[£]) en fonction de £ pour la temperature 
(q(TT) est trace sur la figure Fig. 16.31 a gauche) et pour la cosmologie standard (meilleur 
fit de WMAP). 



et 4ea m = (810)(107C m m )- 

Les noyaux ideaux de variance minimum pour les estimateurs Kq, k + , et k x ont leur 
support nettement pique sur les petites separations angulaires, mais leur support s'etend 
neanmoins jusqu'aux grandes separations. Nous recherchons maintenant combien d'infor- 
mation est perdue si le support aux grandes separations est completement coupe, comme 
c'est le cas pour notre estimateur non-ideal. La fagon quantitative de caracteriser cette 
perte d'information est de se demander de quel facteur la variance de l'estimateur est am- 
plifiee par rapport a la variance de l'estimateur optimal, une fois qu'on a renormalise notre 
estimateur "rogne" pour le rendre non-biaise. 

Nous definissons notre estimateur au support tronque en utilisant la fonction "fenetre" : 



W(9;9 a ,9 b ) 



\ + \ tanh 



0. 



e<e a 

, 9 a < 9 < 9 b 
9>9 b 



(6.53) 



qui a la bonne propriete d'etre une fonction C°° . Le noyau de l'estimateur de variance 
minimum couvrant tout le ciel, defini par 



K ideal (9) = N t 



ideal 



Jo(£9) 

(q + n e y 



#n(Q)] 
_d[\n 



+ 2 



(6.54) 



est done tronque selon 



K{9; 9 a , 9 b ) = K ldeal (9) W(6; 9 a , 9 b ) (6.55) 



tel que 

POD 

k(£; e a , e b )= e de j (w) k{q- e a , e b ) (6.56) 

Jo 

La variance est alors amplifiee par le facteur 1/ cos 2 [x(9 a ,9 b )] ou 

COS Y(9 a , Oh) = 77^ 777T 6.57 

(Kideai(£), K ideal {£)) 1/2 (K(£; 9 a , 9 b ), K(£; 9 a , 6 b )) l/2 
et ou on a defini le produit scalaire cette fois selon 

poo 

(K a (£), K b {£)) = £d£{c e + n e ) 2 K a (£) K b (£). (6.58) 
Jo 

Nous devons maintenant trouver la fagon optimale d'effectuer la troncation W opt (9] 9 a , 9 b ) 
de maniere a minimiser l'amplification de variance : ce travail est en progres. 



Conclusions 



Dans la majeure partie de ce travail de these nous avons explore le probleme de revolu- 
tion des perturbations cosmologiques dans un Univers branaire du type Randall-Sundrum 
ayant une expansion cosmologique arbitraire. L'objectif etait d'obtenir des signatures cos- 
mologiques de la presence eventuelle d'une dimension supplementaire infinie au moyen de 
la theorie des perturbations cosmologiques et d'estimer la magnitude des interactions entre 
la brane et le bulk. Nous avons insiste sur les deux difficultes majeures intervenant dans le 
probleme des perturbations cosmologiques dans un Univers branaire en expansion : d'une 
part c'est un probleme d'ordre technique puisque le mouvement arbitraire de la brane en 
expansion non-uniforme dans le bulk brise les symetries du probleme et rend les equations 
d'Einstein linearisees non-separables pour les perturbations cosmologiques. D'autre part on 
est confronte a un probleme d'ordre plus fondamental qui est celui des conditions initiates 
inconnues dans le bulk Anti-de Sitter (AdS). II n'y a pas de conditions initiales naturelles 
dans AdS pour generer homogeneite et isotropie. Si le premier probleme technique peut etre 
en partie resolu de fagon numerique, le probleme des conditions initiales pour les gravitons 
du bulk AdS persiste puisque les schemas numeriques specifient necessairement des condi- 
tions initiales particulieres dans le bulk pour faire evoluer les perturbations dans le temps. 
Nous avons propose une methode analytique basee sur les fonctions de Green retardees de 
la brane FRW et du bulk AdS et avons suivi une approche effective quadridimensionelle en 
considerant les degres de liberte localises sur la brane comme un systeme quantique ouvert 
couple a l'environnement compose des gravitons du bulk. Nous avons vu que dans cette 
perspective quadri-dimensionnelle, les transitions quantiques entre les modes du bulk et 
ceux de la brane apparaissaient sous la forme de processus de dissipation et de non-localite 
du point de vue quadri-dimensionnel d'un observateur sur la brane. En partant des propa- 
gateurs retardes "nus" (c'est-a-dire sans couplage brane-bulk) de la brane et du bulk AdS, 
nous avons construit le propagateur retarde effectif sur la brane en resommant les effets 
de retroaction du bulk a tous les ordres dans le couplage brane-bulk. Nous avons montre 
comment les processus de dissipation et de non-localite etaient codes dans ce propagateur 
effectif, et nous avons reussir a extraire les taux de dissipation effectifs de diverses pertur- 
bations de matiere sur la brane en appliquant ce calcul aux equations linearisees d'Einstein 
exactes dans le formalisme de Mukohyama et pour diverses configurations de champs. Dans 
l'hypothese d'une expansion adiabatique de l'Univers (H / H 2 <C 1), nous avons trouve que 
la perturbation de l'inflaton (champ scalaire en roulement lent sur la brane) se dissipait de 
fagon locale et lineaire dans le facteur de slow-roll, alors que le mode zero lie du graviton 
(perturbations tensorielles) se dissipe de fagon non-locale et quadratique dans le facteur 
de slow-roll aux echelles superhorizon et a haute energie, et done que la dissipation de 



la perturbation scalaire domine par rapport a celle de la perturbation tensorielle. Nous 
avons trouve aussi que les perturbations adiabatiques d'un fluide parfait sur la brane ne se 
dissipent pas aux echelles subhorizon. 

Au chapitre [5] nous avons presente le calcul explicite du propagateur retarde covariant 
du graviton dans AdS. Ce dernier etant un objet classique, nous avons voulu le calculer en 
utilisant uniquement des considerations classiques basees sur la structure causale de l'espace 
AdS. Nous avons reussi a faire la demonstration dans le cas d'un espace AdS de dimension 
paire. Le cas en dimension impaire est en progres. En dehors de l'interet mathematique 
et technique, le calcul du propagateur retarde du graviton dans AdS est necessaire pour 
parfaire la description des processus non-locaux intervenant en cosmologie branaire et que 
nous avons presentes dans cette these. 

Dans le dernier chapitre nous avons expose notre travail sur la reconstruction des effets 
de lentille gravitationnelle sur le CMB dans une cosmologie standard. Ce travail est encore 
en progres mais est bien avance et devrait deboucher bientot sur la publication de nos 
resultats. A partir des spectres d'anisotropies observes et contamines par les lentilles, nous 
reconstruisons le champ de dilatation/cisaillement directement en espace reel a l'aide d'esti- 
mateurs quadratiques de courte portee angulaire, puisque l'information sur l'effet de lentille 
se situe principalement aux courtes echelles angulaires sur la sphere celeste. Les methodes 
locales en espace reel que nous developpons dans ce travail presentent l'avantage d'etre 
plus efficaces pour traiter des cartes realistes du CMB contenant la coupure galactique 
et de nombreuses petites excisions dues aux point-sources qu'il faut exclure. La methode 
employee ici est generate et peut s'appliquer a d'autres non-gaussianities, comme celles 
provenant des avant-plans ("foregrounds") ou celles issues de scenarios d'Inflation. Dans 
un futur proche, nous aimerions etendre ce travail de recherche a d'autres non-gaussianites 
pouvant affecter le rayonnement du CMB. 

L'approche analytique, que nous avons developpee au chapitre 31 pour traiter revo- 
lution des perturbations cosmologiques dans des univers branaires en expansion du type 
Randall-Sundrum est plus generate et peut etre appliquee a tout autre theorie de champs 
en interaction avec des champs localises sur un bord ou une sous-variete. Nous pensons 
notamment au modele branaire Dvali-Gabadadze-Porrati (DGP) [58] qui propose une ex- 
plication a l'acceleration tardive de l'Univers (probleme de l'energie noire) et au modele 
branaire ekpyrotique [59] de cosmologies a rebonds qui propose une alternative a l'Inflation 
pour le probleme des conditions initiales de l'Univers. Nous aimerions mettre en evidence 
les signatures cosmologiques de tels modeles cordistes au moyen de la theorie des perturba- 
tions cosmologiques en se plagant dans des geometries de fond dependantes du temps pour 
la brane. Nous esperons pouvoir mener a bien ces recherches dans un avenir proche. 



Bibliographie 



[1] M. B. Green, J. H. Schwarz, E. Witten, Superstring theories, Vol.1 et 2, Cambridge 
University Press, 1987. 

[2] T. Kaluza, "On the problem of unity in physics," Sitzungsber. Preuss. Akad. Wiss. 
Berlin (math. Phys.) 1921, 996-972, 1921. 

[3] O. Klein, "Quantum theory and five-dimensional relativity," Z. Phys. 37, 895-906, 1926. 

[4] P. Horava and E. Witten, "Heterotic and type I string dynamics from eleven dimen- 
sions," Nucl. Phys. B460 506-524, 1996. [hep-th/9510209]. 

[5] P. Horava and E. Witten, "Eleven dimensional supergravity on a manifold with boun- 
dary," Nucl. Phys. B475 94-114, 1996. [hep-th/9603142]. 

[6] A. Linde, "Chaotic Inflation," Phys. Lett. B129, 177, 1983. 

[7] N. Arkani-Hamed, S. Dimopoulos and G. Dvali, "The hierarchy problem and new 
dimensions at a millimeter," Phys. Lett. B429, 263, 1998. [hep-ph/9803315]. 

[8] L. Randall and R. Sundrum, "A Large Mass Hierarchy From a Small Extra Dimension," 
Phys. Rev. Lett. 83, 3370 (1999). [hep-ph/9905221]. 

[9] L. Randall and R. Sundrum, "An Alternative to Compactification," Phys. Rev. Lett. 
83, 4690 (1999). [hep-th/9906064]. 

[10] R. M. Wald, General Relativity, University of Chicago Press, 1984. 

[11] W. D. Goldberger and M. B. Wise, "Modulus stabilization with bulk fields", Phys. 
Rev. Lett 83, 4922-4925 (1999). [hep-th/9907447]. 

[12] N. Deruelle, "Linearized gravity on branes : From Newton's law to cosmological per- 
turbations", (2003). [gr-qc/0301036]. 

[13] J. Garriga and T. Tanaka, "Gravity in the Randall-Sundrum Brane World," Phys. Rev. 
Lett. 84, 2778 (2000). [hep-th/9911055]. 

[14] N. Deruelle, "Cosmological Perturbations of an Expanding Brane in an Anti-de Sitter 
Bulk : A Short Review," Astrophys. Space Sci. 283 :619-626 (2003). [gr-qc/0301035]. 

[15] D. J. Kapner, T. S. Cook, E. G. Adelberger, J. H. Gundlach, B. R. Heckel, C. D. Hoyle 
and H. E. Swanson, "Tests of the graviational inverse-square law below the dark-energy 
length scale", Phys. Rev. Lett. 98 :021101 (2007). 

[16] D. Langlois, R. Maartens and D. Wands , "Gravitational Waves from Inflation on the 
Brane," Phys. Lett. B489, 259 (2000). [hep-th/0006007]. 

[17] J. Garriga and M. Sasaki, "Brane-World Creation and Black Holes," Phys. Rev. 
D62 :043523 (2000). [hep-th/9912118] 



[18] A. Karch and L. Randall, "Locally Localized Gravity," JHEP 0105 :008 (2001). [hep- 
th/0011156]. 

[19] A. V. Frolov and L. Kofman, "Gravitational Waves from Brane World Inflation," 
(2002). [hep-th/0209133]. 

[20] P. Binetruy, C. Deffayet, U. Ellwanger and D. Langlois, "Brane Cosmological Evolution 
in a Bulk With Cosmological Constant," Phys. Lett. B477, 285 (2000) ; P. Binetruy, 
C. Deffayet and D. Langlois, "Nonconventional Cosmology From a Brane Universe," 
Nucl. Phys. B565, 269 (2000) ; P. Bowcock, C. Charmousis and R. Gregory, "General 
Brane Cosmologies and their Global Space-Time Structure," Class. Quant. Grav. 17, 
4745 (2000). 

[21] T. Shiromizu, K. Maeda and M. Sasaki, "The Einstein Equations on the 3-Brane 
World," Phys. Rev. D 62, 024012 (2000). 

[22] P. J. E. Peebles, Principle of physical cosmology, Princeton University Press, 1993. 

[23] E. M. Lifshitz and I. M. Khalatnikov, "Investigations in relativistic cosmology," Ad- 
vances in Physics, Volume 12, pages 185-249 (1963). 

[24] J. M. Bardeen, "Gauge-Invariant Cosmological Perturbations," Phys. Rev. D 22, 1882- 
1905 (1980). 

[25] R. K. Sachs and A. M. Wolfe, "Perturbations of a Cosmological Model and Angular 
Variations of the Microwave Background, "Astrophys. J. 147, 73 (1967). 

[26] D. Langlois, "Brane cosmological perturbations," Phys. Rev. D62 :126012 (2000). [hep- 
th/0005025]. 

[27] C. van de Bruck, M. Dorca, R. H. Brandenberger and A. Lukas, "Cosmological per- 
turbations in brane world theories : Formalism," Phys. Rev. D62 : 123515 (2000). [hep- 
th/0005032]. 

[28] A. Riazuelo, F. Vernizzi, D. Steer and R. Durrer, " Gauge invariant cosmological 
perturbation theory for brane worlds," [hep-th/0205220] (2002) 

[29] C. Deffayet, "On Brane World Cosmological Perturbations," Phys. Rev. D66, 103504 
(2002). [hep-th/0205084]. 

[30] H. A. Bridgman, K. A. Malik and D. Wands, "Cosmological perturbations in the bulk 
and on the brane," Phys.Rev.D65 :043502 (2002). [astro-ph/0107245]. 

[31] S. Mukohyama, "Gauge Invariant Gravitational Perturbations of Maximally Symmetric 
Spacetimes," Phys. Rev. D62, 084015 (2000) ; S. Mukohyama, "Perturbation of Junc- 
tion Condition and Doubly Gauge Invariant Variables," Class. Quant. Grav. 17, 4777 
(2000) ; S. Mukohyama, "Integro-differential Equation for Brane World Cosmological 
Perturbations," Phys. Rev. D64 :064006 (2001) (Erratum-ibid. D66, 049902 (2002)) ; 
S. Mukohyama, "Doubly Covariant Action Principle of Singular Hypersurfaces in Ge- 
neral Relativity and Scalar-Tensor Theories," Phys. Rev. D65, 024028 (2002) ; S. Mu- 
kohyama, "Doubly Covariant Gauge Invariant Formalism of Braneworld Cosmological 
Perturbations," hep-th/0202100 ; S. Mukohyama, "Nonlocality as an Essential Feature 
of Brane Worlds," Prog. Theor. Phys. Suppl. 148, 121 (2003). 

[32] H. Kodama, A. Ishibashi and O. Seto, "Brane World Cosmology : Gauge-Invariant 
Formalism for Perturbation," Phys. Rev. D62, 064022 (2000). 



[33] K. Koyama, "Late Time Behaviour of Cosmological Perturbations in a Single-Brane 
Model," JCAP0409,010 (2004) ; K. Koyama, D. Langlois, R. Maartens and D. Wands, 
"Scalar Perturbations from Brane- World Inflation," JCAP041 1,002 (2004). 

[34] C. Deffayet, "Note on the Well-Posedness of Scalar Brane World Cosmological Pertur- 
bations," Phys. Rev. D71, 023520 (2005). 

[35] N. Deruelle, "Cosmological Perturbations of an Expanding Brane in an Anti-de Sitter 
Bulk : A Short Review," Astrophys. Space Sci. 283 :619-626 (2003). 

[36] P. Binetruy, M. Bucher and C. Carvalho, "Models for the Brane Bulk Interac- 
tion : Toward Understanding Brane World Cosmological Perturbations," Phys. Rev. 
D70 :043509 (2004) ; M. Bucher and C. Carvalho, " Linearized Israel Matching Condi- 
tions for Cosmological Perturbations in a Moving Brane Background," Phys. Rev. 
D71 :083511 (2005). 

[37] D. S. Gorbunov, V. A. Rubakov and S. M. Sibiryakov, "Gravity Waves From Inflating 
Brane or Mirrors Moving in AdS5," JHEP 0110, 015 (2001). 

[38] T. Kobayashi, H. Kudoh and T. Tanaka, " Primordial Gravitational Waves in Infla- 
tionary Brane World," Phys. Rev. D68 :044025 (2003). 

[39] T. Hiramatsu, K. Koyama and A. Taruya, "Evolution of gravitational waves from 
inflationary brane world : numerical study of high-energy effects," Phys. Lett. B578 :269- 
275 (2004). 

[40] T. Hiramatsu, K. Koyama and A. Taruya, "Evolution of gravitational waves in the 
high-energy regime of brane- world cosmology," Phys. Lett. B609 :133-142 (2005). 

[41] T. Hiramatsu and K. Koyama , " Numerical Study of Curvature Perturbations in a 
Brane- World Inflation at High-Energies," JCAP 0612 :009 (2006). 

[42] T. Hiramatsu, "High-energy effects on the spectrum of inflationary gravitational wave 
background in braneworld cosmology," Phys. Rev. D73 :084008 (2006). 

[43] T. Kobayashi and T. Tanaka, "Quantum-mechanical generation of gravitational waves 
in braneworld," Phys.Rev.D71 : 124028 (2005). 

[44] T. Kobayashi, "Initial Kaluza-Klein Fluctuations and Inflationary Gravitational Waves 
in Braneworld Cosmology," Phys. Rev. D73 :124031 (2006). [hep-th/0602168]. 

[45] S. S. Seahra, "Gravitational Waves and Cosmological Braneworlds : A Characteristic 
Evolution Scheme," Phys. Rev. D74 :044010 (2006). [hep-th/0602194]. 

[46] A. Cardoso, T. Hiramatsu, K. Koyama and S. S. Seahra, "Scalar Perturbations in 
Braneworld Cosmology," arXiv :0705.1685[astro-ph]. 

[47] K. Koyama, A. Mennim, V. A. Rubakov, D. Wands and T. Hiramatsu, "Primordial 
Perturbations from Slow-roll Inflation on a Brane," JCAP 0704 :001 (2007). 

[48] K. Koyama, A. Mennim and D. Wands, "Brane-world inflation : Slow-roll corrections 
to the spectral index," Phys.Rev.D77 :021501 (2008). 

[49] G. D. Starkman, D. Stojkovic and M. Trodden, "Homogeneity, Flatness and 'Large' Ex- 
tra Dimensions," Phys.Rev.Lett.87 :231303 (2001) [hep-th/0106143] ; G. D. Starkman, 
D. Stojkovic and M. Trodden, "Large Extra Dimensions and Cosmological Problems," 
Phys.Rev.D63 :103511 (2001). [hep-th/0012226]. 



[50] M. Bucher, "A Brane World Universe from Colliding Bubbles," Phys.Lett.B530 :l-9 
(2002). [hep-th/0107148]. 

[51] M. Remazeilles, "Dissipation and Nonlocality in a General Expanding Braneworld 
Universe," Phys.Rev.D79 :043523 (2009). arXiv :0807.4238[hep-th]. 

[52] Sasaki M, "Large Scale Quantum Fluctuations In The Inflationary Universe," Prog. 
Theor. Phys. 76 1036 (1986) ; Mukhanov V F, "Quantum Theory Of Gauge Inva- 
riant Cosmological Perturbations,' Sov. Phys. JETP 67 1297 (1988) ; Mukhanov V F, 
Feldman H A and Brandenberger R H, "Theory of cosmological perturbations. Part 
1. Classical perturbations. Part 2. Quantum theory of perturbations. Part 3. Exten- 
sions.," Phys. Rep. 215 203 (1992). 

[53] S. S. Seahra, "Ringing the Randall-Sundrum Braneworld : Metastable Gravity Wave 
Bound States," Phys.Rev.D72 :066002 (2005). [hep-th/05011075] ; S. S. Seahra, "Me- 
tastable Massive Gravitons from an Infinite Extra Dimension," Int. J. Mod. Phys. 
D14 :2279-2284 (2005). 

[54] E. D'Hoker, D. Z. Freedman, S. D. Mathur, A. Matusis and L. Rastelli, "Graviton 
and Gauge Boson Propagators in AdS d+1 ," Nucl.Phys.B562 :330-352 (1999). [hep- 
th/9902042]. 

[55] B. Allen and T. Jacobson, "Vector Two-Point Functions in Maximally Symmetric 
Spaces," Commun. Math. Phys. 103 (1986) 669. 

[56] S. J. Avis, C. J. Isham and D. Storey, "Quantum Field Theory in Anti-de Sitter Space- 
Time,", Phys. Rev. D18 (1978). 

[57] M. Abramowitz and I. A. Stegun, eds., Handbook of Mathematical Functions With 
Formulas, Graphs, and Mathematical Tables, NBS Applied Mathematics Series 55, 
National Bureau of Standards, Washington, DC (1964). 

[58] G. R. Dvali, G. Gabadadze and M. Porrati, " 4-D gravity on a brane in 5-D Minkowski 
space," Phys.Lett.B485 :208-214 (2000). [hep-th/0005016]. 

[59] J. Khoury, B. A. Ovrut, P. J. Steinhardt and N. Turok, "The Ekpyrotic universe : 
Colliding branes and the origin of the hot big bang," Phys. Rev. D64 : 123522 (2001). 
[hep-th/0103239]. 

[60] D. N. Spergel et al. (WMAP Collaboration), "First year Wilkinson Microwave Ani- 
sotropy Probe (WMAP) observations : Determination of cosmological parameters," 
Astrophys.J.Suppl.148 :175 (2003). [astro-ph/0302209]. 

[61] A. Challinor and A. Lewis, "Weak gravitational lensing of the CMB," Phys. Rept. 429, 
1 (2006). [astro-ph/0601594]. 

[62] U. Seljak, "Gravitational lensing effect on cosmic microwave background anisotropies : 
A Power spectrum approach," Astrophys. J. 463, 1 (1996) (astro-ph/9505109) 

[63] K. Tomita and K. Watanabe, "Gravitational Lens Effect On The Cosmic Background 
Radiation Due To Nonlinear Inhomogeneities," Prog. Theor. Phys. 82, 563 (1989) 

[64] F. Bernardeau, "Lens distortion effects on CMB maps," Astron. Astrophys. 338, 767 
(1998) (astro-ph/9802243) 



[65] U. Seljak and C. Hirata, "Gravitational lensing as a contaminant of the gravity wave 
signal in CMB," Phys. Rev. D69, 043005 (2004) (astro-ph/0310163) 

[66] C. Hirata and U. Seljak, "Analyzing weak lensing of the cosmic microwave background 
using the likelihood function," Phys. Rev. D67, 043001 (2003) (astro-ph/0209489) 

[67] C. Hirata and U. Seljak, "Reconstruction of lensing from the cosmic microwave back- 
ground polarization," Phys.Rev.D68 :083002 (2003) (astro-ph/0306354) 

[68] K. Benabed, F. Bernardeau and L. Van Waerbeke, "CMB B polarization to map 
the large scale structures of the universe," Phys. Rev. D63, 043501 (2001) (astro- 
ph/0003038) 

[69] A. Cooray and M. Kesden, "Weak lensing of the CMB : Extraction of lensing informa- 
tion from the trispectrum," New Astron. 8, 231 (2003) (astro-ph/0204068) 

[70] W. Hu and T. Okamoto, "Mass reconstruction with cmb polarization," Astrophys. J. 
574, 566 (2002) (astro-ph/0111606) 

[71] M. Kesden, A. Cooray and M. Kamionkowski, "Weak lensing of the CMB : Cumu- 
lants of the probability distribution function," Phys. Rev. D66, 083007 (2002) (astro- 
ph/0208325) 

[72] A. Cooray, "Lensing reconstruction of primordial cosmic microwave background pola- 
rization," Phys. Rev. D66, 103509 (2002) (astro-ph/0205306) 

[73] A. Cooray, "Weak lensing of the cosmic microwave background : Power spectrum co- 
variance," Phys. Rev. D65, 063512 (2002) (astro-ph/0110415) 

[74] F. Bernardeau, "Lens distortion effects on CMB maps," Astron. Astrophys. 338, 767 
(1998) (astro-ph/9802243) 

[75] K. Benabed, F. Bernardeau and L. van Waerbeke, "CMB B polarization to map 
the large scale structures of the universe," Phys. Rev. D63, 043501 (2001) (astro- 
ph/0003038) 

[76] Ludovic Van Waerbeke, F. Bernardeau and K. Benabed, "Lensing effect on the relative 
orientation between the cosmic microwave background ellipticities and the distant 
galaxies," Astrophys. J. 540, 14 (2000) astro-ph/9910366 

[77] J. Lesgourgues, L. Perotto, S. Pastor and M. Piat, "Probing neutrino masses with cmb 
lensing extraction," Phys.Rev.D73 :045021,2006. (astro-ph/0511735) 

[78] N.J. Miller, M. Shimon and B.G. Keating, "CMB Beam Systematics : Impact on Len- 
sing Parameter Estimation," (astro-ph/08063096) 

[79] S. Das and P. Bode, "A Large Sky Simulation of the Gravitational Lensing of the 
Cosmic Microwave Background," (astro-ph/07113793) 

[80] N. Aghanim, S. Majumdar and J. Silk, "Secondary anisotropies of the CMB," Rept. 
Prog. Phys. 71, 066902 (2008) (astro-ph/07110518) 

[81] L. Popa and A. Vasile, "Constraints on non-thermal Dark Matter from Planck lensing 
extraction," JCAP 0710, 017 (2007) (astro-ph/07082030) 

[82] S. Gratton, A. Lewis and G. Efstathiou, "Prospects for Constraining Neutrino Mass 
Using Planck and Lyman- Alpha Forest Data," Phys. Rev. D77, 083507 (2008) (astro- 
ph/07053100) 



[83] J.Rocher, K. Benabed and F. Bouchet, "Probing inflation with CMB polarization : 
Weak lensing effect on the covariance of CMB spectra. " JCAP 0705, 013 (2007) 
(astro-ph/0612662) 



